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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы исследования. Исследование и анализ пара-
метров течения невзаимодействующих друг с другом частиц газа в трех-
мерной области с подвижными и неподвижными границами имеет важ-
ное прикладное значение в задачах, связанных с управлением высокотех-
нологичными процессами и созданием передовых разработок в совре-
менных отраслях промышленности.  

Первоначально движение такого вида частиц, именуемых газом 
Кнудсена, было связанно с исследованием околокосмического простран-
ства и созданием специальных технических устройств с высоким ваку-
умом. С появлением и развитием атомной энергетики возник ряд новых 
задач, в которых требуется учитывать специальные локальные зоны, так 
называемые области фокусировки, в которых при сжатии нейтронного 
газа происходит неограниченный рост энергии в определенный момент 
или короткий промежуток времени. Например, при расчете надежности 
конструкций атомных реакторов необходимо учитывать кумулятивные 
эффекты, возникающие при движении тепловых нейтронов в тяжелой 
жидкости с изменяющимися с течением времени границами в трехмер-
ной области. 

Все большую популярность набирают исследования, связанные 
с фильтрацией газа в пористых средах. Как правило, для получения бо-
лее точной информации о рассматриваемой пористой среде приходится 
проводить исследования, уменьшая размеры исследуемого объекта. 
Например, в нефтегазовой отрасли с целью повышения эффективности 
добычи из пластов трудноизвлекаемых запасов углеводородов исследу-
ются свойства и структура кернов с характерным их размером всего не-
сколько десятков миллиметров. Также уделяется внимание эффекту 
Клинкенберга, связанному с изменением коэффициента проницаемости 
при исследовании стационарного и нестационарного течения газа в мик-
роканалах керна в случае, когда средняя длина свободного пробега ча-
стиц становится соизмерима со средним размером порового простран-
ства. В энергетике и металлургии проводятся исследования переносов 
фононов с целью получения улучшенных термоэлектрических характе-
ристик в совокупности с низкой теплопроводностью для наноматериа-
лов, имеющих пористую структуру. 

При решении газодинамических задач важным этапом является 
численное исследование математических моделей. Оптимальным выбо-
ром для численного исследования течения газа Кнудсена в области с по-
движными и неподвижными границами является использование метода 
Монте-Карло, преимущество которого заключается в следующем. С од-
ной стороны, рассчитывая траектории движения статистически боль-
шого числа частиц в изменяющейся во времени области, можно легко 
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вычислить макроскопические параметры течения газа. С другой сто-
роны, поскольку бессеточный метод обладает высоким уровнем парал-
лелизма, то построенные на его основе и реализованные в виде ком-
плекса программ параллельные алгоритмы позволят эффективно задей-
ствовать вычислительные ресурсы современных высокопроизводитель-
ных вычислительных систем. 

Отыскание класса точных решений в области газовой динамики 
является более сложной задачей по сравнению с численным исследова-
нием. Поиск нового класса точных решений для течения газа Кнудсена 
в области с подвижными и неподвижными границами позволит расши-
рить набор уже существующих решений (течение газа с границами, не 
изменяющими первоначального распределения; течение Куэтта; течение 
Пуазейля и др.), которые можно использовать для верификации ком-
плекса программ. 

Степень разработанности темы исследований. Обзор матема-
тических моделей и методов решения задач динамики разреженного газа, 
представленный в первой главе, показывает, что существует потребность 
в развитии бессеточных методов Монте-Карло, применяемых для моде-
лирования течения газа Кнудсена. Моделирование нестационарного те-
чения газа Кнудсена осложняется в случае, когда течение протекает 
в трехмерной изменяющейся во времени области. При моделировании 
течения газа методом Монте-Карло требуется статистически большое 
количество частиц, поэтому необходимо разработать эффективные алго-
ритмы расчета траекторий движения частиц газа, учитывающие взаимо-
действие с подвижными границами, и реализовать в виде комплекса про-
грамм для высокопроизводительных вычислительных систем. При этом 
существует потребность в разработке точных решений течения кнудсе-
новского газа с подвижными границами для верификации комплекса 
программ. 

Целью диссертационной работы является разработка алгорит-
мов расчета движения газа Кнудсена в трехмерной области с подвиж-
ными и неподвижными границами методом Монте-Карло; создание ком-
плекса проблемно-ориентированных программ, позволяющего визуали-
зировать моделируемые процессы, для современных высокопроизводи-
тельных вычислительных систем и его верификация; проведение вычис-
лительных экспериментов по исследованию задачи фильтрации газа 
в пористой среде. 

Задачи работы 

1. Разработать метод и алгоритмы расчета движения кнудсенов-

ского газа в трехмерной изменяющейся во времени области. 

2. Разработать тестовые задачи с подвижными границами для ве-

рификации комплекса проблемно-ориентированных программ. 
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3. Разработать, отладить и протестировать комплекс проблемно-

ориентированных программ для численного решения задач кинетики 

идеального бесстолкновительного газа в трехмерном пространстве, поз-

воляющий визуализировать динамику процессов. 

4. Выполнить распараллеливание и оптимизацию программного 

кода для проведения расчетов на высокопроизводительных вычисли-

тельных системах. 

5. Провести численное исследование задачи фильтрации идеаль-

ного бесстолкновительного газа в пористой среде. 

6. Осуществить анализ полученных результатов расчета. 

Научная новизна 

1. Впервые найден класс точных решений для модели адиабатиче-

ского сжатия газа Кнудсена в трехмерной области с подвижной границей. 

2. На основе метода Монте-Карло разработаны вычислительный 

метод и алгоритмы расчета течения газа Кнудсена в трехмерной области 

с подвижными границами. Эффективность метода и алгоритмов под-

тверждена численными экспериментами. 

3. Создан комплекс программ для проведения вычислительных 

экспериментов по моделированию течения идеального бесстолкновитель-

ного газа в трехмерном пространстве методом Монте-Карло с примене-

нием технологий параллельных вычислений. Получены новые численные 

решения задачи фильтрации для идеального бесстолкновительного газа в 

пористой среде. 

4. Выполнено сравнение численных расчетов работы комплекса 

проблемно-ориентированных программ с аналитическими решениями 

задач газовой динамики. 

К теоретической значимости относится класс точных решений, 

найденный для модели адиабатического сжатия газа Кнудсена в трехмер-

ной области, который может быть использован для верификации ком-

плекса программ.  
Практическая значимость заключается в разработке эффектив-

ных алгоритмов расчета течения газа Кнудсена с подвижными и непо-
движными границами, основанных на методе Монте-Карло. Созданный 
комплекс программ может быть использован для эффективного решения 
инженерно-технических задач, требующих моделирования процессов га-
зовой динамики с использованием высокопроизводительных вычисли-
тельных систем. Результаты диссертационной работы имеют практиче-
ское значение для исследований проблем динамики разреженного газа, 
статистической физики, нефтегазовой отрасли, атомной и промышлен-
ной энергетики и оптики. 
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Методология и методы исследования включают методы математи-
ческого и статистического моделирования (метод Монте-Карло), параллель-
ного программирования для высокопроизводительных вычислительных си-
стем, теории вероятностей и математической статистики. Для выполнения 
поставленной цели применялся подход, основанный на: 

1) построении математической модели течения газа Кнудсена; 
2) разработке метода моделирования течения идеального бесстолк-

новительного газа в трехмерной изменяющейся во времени области; 
3) разработке алгоритмов решения задачи; 
4) реализации алгоритмов в виде комплекса программ; 
5) проведении вычислительных экспериментов с последующим 

анализом результатов. 

Положения, выносимые на защиту 
1. Найден класс точных решений для модели адиабатического сжа-

тия кнудсеновского газа в трехмерной области с подвижной границей. 
2. Разработаны и реализованы вычислительный метод и алго-

ритмы, предназначенные для математического моделирования нестаци-
онарного течения газа Кнудсена в трехмерной области с подвижными 
границами, в виде комплекса программ с применением технологий па-
раллельных вычислений. Эффективность метода, алгоритмов и ком-
плекса программ подтверждена численными экспериментами. 

3. Разработанные вычислительный метод и алгоритмы реализо-
ваны в виде комплекса проблемно-ориентированных программ для мате-
матического моделирования течения газа Кнудсена в трехмерной области 
с подвижными границами. Получены результаты численного исследова-
ния задачи фильтрации кнудсеновского газа в пористой среде, установ-
лена линейная зависимость между скоростью течения и скоростью филь-
трации для идеального бесстолкновительного газа. 

4. Разработанный проблемно-ориентированный комплекс про-
грамм верифицирован путем сравнения численных расчетов с найден-
ными точными решениями математической модели адиабатического 
сжатия газа Кнудсена в трехмерной области с подвижной границей. 

Степень достоверности результатов. Достоверность получен-
ных результатов работы обеспечивается использованием математиче-
ской модели идеального бесстолкновительного газа, основанной на фун-
даментальных законах сохранения массы, импульса и энергии; модели-
рованием методом Монте-Карло и проведением тестовых расчетов на за-
дачах газовой динамики, показывающих степень близости численного 
решения к аналитическому в зависимости от количества частиц, участ-
вующих в вычислительном эксперименте. 

Апробация результатов. Основные результаты работы были 
представлены на: Всероссийских научно-практических конференциях 
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«Север России: стратегии и перспективы развития» (Сургут, 2015, 2016); 
Международных конференциях «Математика и информационные техно-
логии в нефтегазовом комплексе», посвященных дню рождения великого 
русского математика академика П. Л. Чебышева (Сургут, 2016, 2019); 
Всероссийской конференции молодых ученых «Наука и инновации XXI 
века» (Сургут, 2016); Всероссийских конференциях «Теоретические ос-
новы и конструирование численных алгоритмов для решения задач ма-
тематической физики», посвященных памяти К. И. Бабенко (Абрау-
Дюрсо, Новороссийск, 2016, 2018); Международной конференции «Су-
первычисления и математическое моделирование» (Саров, 2018); Меж-
дународной научной конференции «Актуальные проблемы вычисли-
тельной и прикладной математики» (Академгородок, Новоси-
бирск, 2019); Международной научной конференции «Математические 
идеи П.Л. Чебышева и их приложения к современным проблемам есте-
ствознания», приуроченной к 200-летию со дня рождения великого рус-
ского математика, академика П. Л. Чебышева (Обнинск, 2021). 

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изло-
жены в 20 научных работах [1–20], из них: 5 статей изданы в журналах, 
рекомендованных ВАК для публикации научных результатов [1–5]; 
3 публикации в сборниках научных статей [6–8]; 10 публикаций пред-
ставлены в сборниках трудов и тезисах докладов конференций [9–18]; 
2 свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [19; 20]. 

В процессе работы автор принимал участие в следующих проек-

тах, связанных с темой диссертации: грант РФФИ №18-01-00343 A; грант 
РФФИ №18-47-860004 р_а. 

Личный вклад автора заключается в разработке алгоритмов 
и их реализации в виде комплекса проблемно-ориентированных про-
грамм, включая отладку и тестирование, и проведении вычислитель-
ных экспериментов. Автор самостоятельно отыскал класс точных ре-
шений задачи об адиабатическом сжатии газа Кнудсена в трехмерной 
области с подвижной границей. В совместных исследованиях автор 
принимал участие во всех этапах работы: в постановках задач, в выборе 
и формулировке математической модели, в создании численного ме-
тода и анализе полученных результатов. В совместных работах науч-
ному руководителю д.ф.-м.н. В. А. Галкину принадлежит первоначаль-
ная постановка задач, определение направлений исследований и интер-
претация полученных результатов, выбор тестовых задач для верифи-
кации комплекса программ. 

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 

пяти глав, заключения и двух приложений. Объём диссертации состав-

ляет 116 страниц, включая 28 рисунков и 17 таблиц. Список литературы 

содержит 143 наименования. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

Во введении сформулированы цели и задачи; изложена научная 

новизна, теоретическая и практическая значимость работы; описаны ме-

тоды исследований; обосновано соответствие диссертации паспорту 

научной специальности 1.2.2; отражен личный вклад автора. 

В первой главе представлен обзор исследований задач течения 

газа с наличием границ и задач из смежных областей. В параграфе 1.2 

выделены некоторые точные решения задач газа Кнудсена с подвиж-

ными и неподвижными границами. В параграфе 1.3 приведен обзор ме-

тодов решения задач динамики разреженного газа. Представлено краткое 

описание методов Монте-Карло, применяемых для моделирования тече-

ния разреженного газа, включая их назначение, преимущества и недо-

статки. Параграф 1.4 посвящен проблемам и способам адаптации алго-

ритмов и программ, связанных с эффективным использованием совре-

менных высокопроизводительных вычислительных систем. 

Вторая глава посвящена описанию разработанного вычислитель-

ного метода Монте-Карло, предназначенного для моделирования тече-

ния газа Кнудсена в трехмерной изменяющейся во времени области. 

В параграфе 2.1 рассматривается модель газа Кнудсена с подвижными 

границами. Движение частиц газа Кнудсена описывается уравнением 

Лиувилля: 

0,
f

f
t


  


v  

где ƒ– функция распределения; t – время; v – скорость молекул.  

В пункте 2.1.1 определена одночастичная функция распределе-

ния, показана ее связь с макроскопическими величинами. В пункте 2.1.2 

рассматриваются граничные условия. Граница состоит из конечного объ-

единения 
1C -гладких поверхностей ( , ),jG t x  где 1, .j M  В работе рас-

смотрено зеркальное упругое отражение частиц газа от абсолютно глад-

кой поверхности (рисунок 1). Масса границы условно много больше 

массы частицы. В этом случае модель взаимодействия газа с движущейся 

поверхностью имеет следующий вид: 

( , , ) ( , , 2 ( , )),f t f t  x v x v n v u n  

где х – координаты местоположения молекул; n – единичный вектор нор-

мали к поверхности в точке ( , )G tx x  в момент времени t; u – скорость 

подвижной границы. В пункте 2.1.3 описано обезразмеривание физиче-

ских величин. 
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Рисунок 1. Схема взаимодействия частицы с границей:  

1kv 
 – скорость частицы до столкновения; 

kv  – скорость частицы после  

k-го столкновения с границей; n – единичная нормаль к поверхности границы  

в точке столкновения частицы с границей 

В параграфе 2.2 описан разработанный бессеточный метод, осно-

ванный на методе Монте-Карло и предназначенный для моделирования 

течения идеального бесстолкновительного газа в трехмерной области 

с подвижными границами. Разработанный метод условно делится на рас-

чет траектории движения частиц газа и расчет статистических оценок 

макроскопических параметров. В пункте 2.2.1 представлены формулы 

расчета траектории движения частиц в пространстве с учетом многократ-

ного взаимодействия с подвижными границами. Пусть частица на вре-

менном шаге t  взаимодействует с границами K раз, тогда шаг t  раз-

бивается на (K + 1) полуинтервалов. Пусть для определенности в мо-

менты времени 1 2 k Kt t t t      частица взаимодействует с одной 

из границ один раз. Тогда 1 0( ) ,Kt t t     а расчет траектории движения 

частицы вычисляется с помощью следующих формул: 

( 1) ( ) ( 1)

1

0

( ),
K

i i i

k k k

k

t t 





  x x v  

( )

( 1)

( 1) ( 1)

1 ( ) 1 ( ) ( )

, 0
,

2 ( , ), 1,

i

i

k i i

k j k k j k j k

k

k K



 

 

 
 

  

v
v

v n v u n
 

где 
kv  – скорость частицы после k-го взаимодействия с границей; 

1

0 0

( )
K K

k k k

k k

t t t t

 

       – временной шаг; K – число столкновений ча-

стицы с границами; ( )j ku  – скорость j-й границы в момент времени 
kt  на 

( 1)i  -ом шаге; ( )j kn  – нормаль к поверхности j-й границы в точке столк-

новения в момент времени kt  на (i + 1)-м шаге. 
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Граница области состоит из набора гладких поверхностей (гра-

ниц). Каждая поверхность определяется уравнением 2-го порядка в трех-

мерном пространстве: 

2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3( , , ) 0,S x x x Ax Ex Hx Bx x Fx x Cx x Dx Gx Ix J            

где , , ,A B J  – коэффициенты уравнения. 

Каждая граница может двигаться в пространстве. Движение гра-

ницы на всем моделируемом промежутке времени можно описать непре-

рывной кусочно-линейной функцией при условии, что на временном 

промежутке  0, t  скорость границы постоянная. При переходе в си-

стему координат, где выбранная граница становится неподвижной на 

этом временном промежутке, и подстановке уравнения траектории дви-

жения частицы в уравнение поверхности получается квадратное уравне-

ние относительно t, из которого определяется наименьший возможный 

момент времени, связанный с точкой пересечения траектории движения 

частицы и поверхности границы. 

В пункте 2.2.2 вводятся статистические оценки макроскопиче-

ских величин, позволяющие оценить значения макроскопических вели-

чин, поскольку при моделировании течения газа количество частиц ко-

нечно. Значения этих величин вычисляются с помощью локальных пара-

метров частиц, принадлежащих некоторой выделенной части моделиру-

емой области, называемой элементарной областью, в определенный мо-

мент времени, по следующим формулам: 

| [0, ),

( , )

1
ˆ( , ) ,

j

j

j j N

D

t m
NV 



  
x x h

x  

| [0, ),

( , )

ˆ ˆ1/ ( ) , 0

ˆ ( , ) ,

ˆ0, 0

j

j j

j j N

D

NV m

t




   


 


 


x x h

v

v x  

2

3
2

1 | [0, ), | [0, ),

( , ) ( , )

1 1
ˆ( , ) ( ) ,

2( 1)
j j

j j

i i

i j j N j j N

D D

e t v v
N N  

 

  
  

      
  

  
x x h x x h

x  

2ˆ ˆ( , ) ,
3

T t e
R

x  

2
ˆˆ ˆ( , ) ,

3
p t e x  
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где V – объем элементарной области; ( , )D x h  – элементарная область 

размером h; 
jm  – масса j-й частицы; j

iv  – i-я компонента скорости j-й 

частицы; R – газовая постоянная. 

В конце главы (пункт 2.2.3) рассмотрены способы, позволяющие 

оценить погрешности полученных результатов, такие как правило трех 

сигм, статистическая флуктуация и сравнение численного решения с ана-

литическим. 

Третья глава посвящена разработанному проблемно-ориентиро-

ванному комплексу программ. В параграфе 3.1 описана реализация мо-

дели идеального бесстолкновительного газа в виде комплекса программ. 

В пункте 3.1.1 приведена схема работы комплекса программ (рисунок 2), 

включая подробное описание каждого этапа.  

 

Рисунок 2. Общая схема работы комплекса программ 

 

Такая реализация комплекса программ позволяет решать следую-

щие задачи: запуск множества параллельных программ для расчета тра-

екторий движения частиц; повышение точности расчетов за счет добав-

ления новых частиц в эксперимент; распределение нагрузки между вы-

числительными узлами. 

В пункте 3.1.2 описаны оптимизации программного кода, позво-

ляющие эффективно задействовать вычислительные ресурсы централь-

ного процессора, такие как многоуровневая декомпозиция данных; век-

торизация вычислений, связанная прежде всего с расчетом траекторий 

движения частиц с учетом возможного взаимодействия с подвижными 
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границами (рисунок 3); перенос «медленных» операций (деление, извле-

чение корня) внутрь редко выполняющихся ветвей оператора ветвления, 

быстрое извлечение обратного корня, используемое при нормализации 

векторов, и другие. 

 

Рисунок 3. Схема расчета траектории движения частиц с учетом  

их возможного взаимодействия с подвижными границами 

 
В параграфе 3.2 рассматривается тестовая задача, связанная с моде-

лированием движения встречных пучков газа, для которой известно анали-
тическое решение. В пункте 3.2.1 представлено описание математической 
модели, аналитическое решение и постановка вычислительной задачи. 
В пункте 3.2.2 представлены результаты тестирования комплекса про-
грамм. Выполнена оценка погрешностей статистических оценок макроско-
пических величин при различном числе частиц N в вычислительном экспе-
рименте и количестве испытаний n. На рисунках 4 и 5 представлено сравне-
ние результатов численного моделирования с аналитическим решением. Из 
анализа графиков видно, что с увеличением числа частиц приближенное ре-

шение numF  стремится к аналитическому .anF  Это справедливо как при уве-

личении числа частиц в эксперименте N, так и при увеличении числа испы-

таний n с последующим усреднением величин .F  
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Рисунок 4. Графики изменения аналитического решения 

anF   

и статистических оценок макроскопических параметров 
numF   

при различном числе частиц N  в эксперименте в зависимости от времени t 

 
Рисунок 5. Графики аналитического решения 

anF ,  

статистических оценок макроскопических параметров F   

и верхней границы доверительного интервала 3F    (правило трех сигм) 

при 
510N   и различном числе испытаний n  в зависимости от времени t 

 

В таблице 1 представлена оценка максимальной абсолютной по-

грешности 
F  статистических оценок макроскопических параметров. 

В таблице 2 представлена оценка максимальной величины ˆ / ,F Fs n   

где ˆ
Fs  – среднеквадратичное отклонение. Анализ данных в таблицах по-

казывает, что для уменьшения погрешности статистических оценок мак-

роскопических величин на порядок необходимо увеличить число частиц 

в эксперименте или независимых испытаний на два порядка. 

При моделировании тестовой задачи о движении встречных пуч-

ков газа достигнута производительность, равная 49% от пиковой на про-

цессоре Intel Xeon E5-2690 V2 (240 GFlops DP для 10 ядер).  
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Таблица 1 

Оценка максимальной абсолютной погрешности 
F   

статистических оценок макроскопических величин  

при различном числе частиц N и испытаний n  
 

N  n  
1v

  
  

T  p  

510  
210  

31.30 10  
43.53 10  

61.33 10  
41.18 10  

710  1  31.31 10  
43.53 10  

83.69 10  
41.18 10  

510  
410  

41.85 10  
53.20 10  

87.52 10  
51.06 10  

710  
210  

41.85 10  
53.20 10  

81.28 10  
51.07 10  

910  1  41.85 10  
53.20 10  

91.17 10  
51.07 10  

 

Таблица 2  

Оценка максимальной величины 
F   

при различном числе частиц N и испытаний n  
 

N  n  
1v

  
  

T  p  

510  
210  

31.15 10  
41.45 10  

77.94 10  
54.83 10  

510  
410  

41.01 10  
51.28 10  

85.71 10  
64.27 10  

710  
210  

41.02 10  
51.49 10  

95.53 10  
64.98 10  

 

Четвертая глава посвящена математическому и численному ис-

следованию адиабатического сжатия газа Кнудсена в одномерной и трех-

мерной областях. В параграфе 4.1 рассматривается задача об адиабати-

ческом сжатии идеального бесстолкновительного газа в одномерном 

пространстве. В пункте 4.1.1 представлена постановка вычислительной 

задачи. При t = 0 на интервале 
0 0( , )a b  равномерно распределены ча-

стицы с плотностью 0 .const   Скорость каждой частицы 0 ,v const  

а направление определяется случайным образом с равномерным распре-

делением. Правая граница неподвижна 
0 ,b b  а левая граница движется 

вправо со скоростью  00, .u v  Местоположение левой границы опре-

деляется как 0( ) .a t a ut   

В пункте 4.1.2 представлено построение аналитического реше-
ния. Идея нахождения класса точных решений заключается в том, что, 
зная функцию распределения для каждой группы частиц и их скорости, 
можно вычислить макроскопические величины, такие как плотность, 
скорость, температура и давление. Этот класс решений существует 
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и единственен в силу теоремы Лиувилля о сохранении объема в фазовом 
пространстве.  

При t = 0 первая группа частиц имеет скорость {1}

0v v  и функцию 

распределения {1}f , а вторая – скорость {2}

0v v   и функцию распреде-

ления {2}f : 
{1} {2}

0 ( (0), )(0, ) (0, ) 0.5 I ( ) / (0),a bf x f x x l    

где 
( (0), )

1, ( (0), )
I ( )

0, ( (0), )
a b

x a b
x

x a b


 


 – ступенчатая функция. 

Таким образом, частицы объединены в группы с одинаковой ско-

ростью. Скорость и функция распределения для s -й группы частиц 

имеют вид: 
{ 1}

{ }

{ 1}

, четный
,

2 , нечетный

s

s

s

v s
v

v u s





 
 

  
 

Плотность распределения для s-й группы молекул с течением вре-
мени определяется 

{ } { }

0( , ) 0.5 ( , ),s sf t x Q t x   

где { } { }

{ }

( ( ), ( ))
( , ) I ( , ) / (0);s s

s

a t b t
Q t x t x l  

 

 

 
{ } { }

{ } { }

( ), ( ) { } { }

1, ( ), ( )
I ( , ) ;

0, ( ), ( )
s s

s s

a t b t s s

x a t b t
t x

x a t b t

 
 



 

   

     

{ 1} { 1} { 1} { }

{ 1} { } { } { }

{ 1} { }

{ } { 1} { 1} { }

, ,

{ 1} { }

, ,

{ } {

,

( ) (mod 2) I ( ) ( ) I ( ) ( )

1 (mod 2) I ( ) I ( ) ( ) ;

( ) (mod 2) I ( ) (

s s s s

s s s s

s s

s s s s

t

s s

t t t

s

t t

a t s t a t t a t v

s t b t t v t a t

b t s t a t

  





 

    
  



  
  

 
 

          

      
 

     

 
   

{ } { }

{ 1} { 1} { 1} { }

1} { 1} { }

,

{ 1} { }

, ,

) I ( )

1 (mod 2) I ( ) I ( ) ;

s s

s s s s

s s s

t

s s

t

t t v t b

s t b t b t v  

 






    
  

      

       
 

 

{ }st и 
{ }s  – моменты времени возникновения первой и исчезновения по-

следних частиц в s-й группе соответственно. 
В пункте 4.1.3 представлены результаты моделирования с исполь-

зованием разработанного комплекса программ. Проведены серии вычис-
лительных экспериментов при различном числе частиц N и скоростях 
границы u. Из графиков видно, что с увеличением числа частиц в экспе-
рименте приближенное решение стремится к точному (рисунок 6).  
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Рисунок 6. Графики аналитического решения 
anF  и статистических  

оценок макроскопических параметров 
numF  при различном числе  

частиц N  в эксперименте в зависимости от объема V   

или от времени t  при 0.1u   

 
В параграфе 4.2 аналогичным образом исследуется модель адиа-

батического сжатия газа Кнудсена в трехмерном пространстве. 
В пункте 4.2.1 рассматривается постановка вычислительной задачи. 

При 0t   в кубе размером 
1 1 2 2 3 3[ , ] [ , ] [ , ]a b a b a b   равномерно распреде-

лены частицы с полностью 
0 const  . Вектор скорости каждой частицы 

определяется случайным образом с равномерным распределением на 
единичной сфере. Куб ограничен плоскостями (гранями), одна из кото-
рых движется внутрь, уменьшая объем области, со скоростью 

1( ,0,0)uu , где  1 0,1u  . 

В пункте 4.2.2 описано построение класса точных решений. 
Функция распределения в начальный и произвольный момент времени 
имеет вид: 

2

2

113

0 ( , )
2 2

1 1 1

1 1 1
(0, , ) (0, ) (0, ) I ( ) ,

2 2 1

j

i i

j

v

k

x v a b i j

i i i j kv

dv
f f f x dv

b a v v



   

 
     

    
  x v x v  

0 2 2 3 3 11 1 1 13 2 1 1 14 3 1 1 2( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( , | , ) ( , | , , )f t f x f x f t x v f t v x v f t v x v vx v  

 { } { }
1 1

3
{ }

0 ( , ) 1 1 13 2 1 1 14 3 1 1 2,
12

1
I ( ) ( , )I ( ) ( , | , ) ( , | , , ),s s

i i

n
s

a b i c d
si i i

x Q t x v f t v x v f t v x v v
b a 

   
        

  

где ( , )xf tx  – плотность распределения частиц по пространственным ко-

ординатам; ( , )vf tv  – плотность распределения частиц по скоростям;  

2 2( )f x , 
3 3( )f x  и 

11 1 1( , , )f t x v  – частные плотности распределения; 

13 2 1 1( , | , )f t v x v  и 
14 3 1 1 2( , | , , )f t v x v v  – условные плотности распределения; 
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{ }

1( , )sQ t x  и 
 { } { }

1 1
1,

I ( )s s
c d

v  – функции, которые рассчитываются аналогично 

формулам пункта 4.1.2. 
С помощью условной плотности распределения и предположений, 

основанных на начальном распределении частиц в фазовом простран-
стве, законах сохранения и зеркального отражения, решение трехмерной 
задачи сводится к решению одномерной. Получены формулы расчета 
макроскопических величин: 
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В пункте 4.2.3 представлены результаты вычислительных экспе-
риментов при различном числе частиц N и скоростях границы u. Выпол-
нено качественное и количественное сравнение точного решения с чис-
ленными результатами. Рисунок 7 иллюстрирует графики изменений 
компоненты скорости вдоль оси х с течением времени и адиабаты в за-

висимости от объема при 
1 0.1.u   
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Рисунок 7. Графики аналитического решения 

anF  и статистических  

оценок макроскопических параметров 
numF  при различном числе  

частиц N  в эксперименте в зависимости от объема V   

или от времени t  при 
1 0.1u   

В таблице 3 представлена оценка максимальных абсолютной и от-

носительной погрешностей статистических оценок макроскопических 

параметров. Анализ результатов демонстрирует, что для уменьшения по-

грешности статистических оценок макроскопических величин на поря-

док необходимо увеличить число частиц в эксперименте на два порядка. 

Таблица 3 

Оценка максимальных абсолютной 
F  и относительной  

погрешностей 
F при 

1 0.1u   и различном числе частиц N  

N  
1v

  
T  p  

1v
  

T  p  

410  
21.85 10  

44.05 10  
36.70 10  

21.18 10  
15.07 10  

15.07 10  
610  

32.07 10  
52.26 10  

43.65 10  
12.67 10  

22.93 10  
22.93 10  

810  
42.79 10  

63.86 10  
56.29 10  

17.90 10  
34.92 10  

34.92 10  

 

При моделировании задачи об адиабатическом сжатии газа с по-

движной границей достигнута производительность, равная 39% от пико-

вой на процессоре Intel Xeon E5-2690 V2. 

В пятой главе представлено численное исследование задачи 

фильтрации идеального бесстолкновительного газа в пористой среде 

с помощью разработанного комплекса программ. 

В параграфе 5.1 рассмотрен коэффициент фильтрации газа в по-

ристой среде, входящий в закон Дарси для идеального газа в пористой 

среде, имеющий вид: 
2 2

1 0

1

,
2

p pk
u

p l
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где u – скорость фильтрации газа; k – проницаемость среды;   – динами-

ческая вязкость среды; p0  – давление газа на входе; p1 – давление газа на 
выходе; l – длина фильтрующей части пористой среды. 

В параграфе 5.2 представлена постановка вычислительной за-
дачи, описаны 3 конфигурации пористой среды и используемые в вычис-
лительных экспериментах расчетные формулы, связанные с коэффици-
ентом фильтрации. Параграф 5.3 посвящен численным экспериментам 
по исследованию зависимости скорости течения и скорости фильтрации 
газа Кнудсена для трех конфигураций пористой среды. На рисунке 8 
представлена визуализация течения газа для 3-й конфигурации пористой 
среды. Желтым цветом выделены частицы газа, красным – пористая 
среда, зеленым – границы элементарных областей. Течение газа направ-
лено слева направо. 

 
Рисунок 8. Течение газа для 3-й конфигураций пористой среды  

при t = 6.0, N = 108 

 
В рамках вычислительного эксперимента решалась обратная за-

дача о нахождении коэффициента /k  , связывающего скорость филь-

трации со скоростью течения газа, в зависимости от конфигурации пори-
стой среды после выхода течения на квазистационарный режим. На ри-
сунке 9 представлены графики зависимости компоненты гидродинами-

ческой скорости jv  (скорости течения) и скорости фильтрации 
,j iu  от 

времени t  при различных номерах j  и i  элементарных областей.  

 
Рисунок 9. Графики зависимости компоненты скорости течения xjv   

и скорости фильтрации ,j iu  от времени t  при 
810N    

для 3-й конфигурации пористой среды 
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Выполнено качественное и количественное сравнение получен-
ных результатов, включая исследование параметров, связанных с коэф-
фициентом фильтрации, оценку погрешностей статистических оценок 
макроскопических величин. Построены таблицы зависимостей коэффи-
циента проницаемости от числа частиц в эксперименте и номера конфи-
гурации пористой среды (размеров ячеек пористой среды). Для идеаль-
ного газа, у которого отсутствует внутреннее трение, коэффициент филь-
трации зависит от структуры пористой среды. Выполнен расчет оценки 
производительности созданного комплекса программ при различном 
шаге по времени для трех конфигураций пористой среды. 

В заключении сформулированы основные результаты, получен-
ные в ходе диссертационного исследования. В приложениях описыва-
ется структура размещения файлов и каталогов разработанного ком-
плекса программ, представлены свидетельства о государственной реги-
страции программ для ЭВМ. 

Основными результатами диссертационной работы являются: 
1. Найден класс точных решений для задачи об адиабатическом 

сжатии кнудсеновского газа в трехмерной области с подвижной грани-
цей, исследованный методом Монте-Карло. 

2. Разработаны вычислительный метод и алгоритмы расчета тече-

ния идеального бесстолкновительного газа в области с подвижными гра-

ницами. 

3. Создан комплекс проблемно-ориентированных программ для 

численного решения задачи о течении идеального бесстолкновительного 

газа в трехмерной изменяющейся во времени области, позволяющий ви-

зуализировать динамику процесса. 

4. Выполнена оптимизация программного кода с учетом декомпо-

зиции данных и векторизации вычислений для проведения расчетов на 

высокопроизводительных вычислительных системах. 

5. Выполнена верификация разработанного комплекса программ 

на задачах газовой динамики с аналитическими решениями. Достигнута 

производительность, равная 49% от пиковой, при численном решении 

задачи о движении встречных пучков газа и 39% — при численном ре-

шении задачи об адиабатическом сжатии газа в трехмерной области с по-

движной границей методом Монте-Карло. 

6. При численном исследовании задачи фильтрации была постро-

ена зависимость коэффициента проницаемости от размеров ячеек пори-

стой среды. Установлена линейная зависимость между скоростью тече-

ния и скоростью фильтрации для идеального бесстолкновительного газа. 
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