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Введение

Актуальность темы. Исследование и анализ параметров течения невзаи-

модействующих друг с другом частиц газа в трехмерной области с подвижными

и неподвижными границами имеет важное прикладное значение в задачах, связан-

ных с управлением высокотехнологичными процессами и созданием передовых

разработок в современных отраслях промышленности.

Первоначально движение такого вида частиц, именуемых газом Кнудсена,

было связанно с исследованием околокосмического пространства и создани-

ем специальных технических устройств с высоким вакуумом. С появлением

и развитием атомной энергетики возник ряд новых задач, в которых требуется

учитывать специальные локальные зоны, так называемые области фокусиров-

ки, в которых при сжатии нейтронного газа происходит неограниченный рост

энергии в определенный момент или короткий промежуток времени. Например,

при расчете надежности конструкций атомных реакторов необходимо учиты-

вать кумулятивные эффекты, возникающие при движении тепловых нейтронов

в тяжелой жидкости с изменяющимися с течением времени границами в трехмер-

ной области.

Все большую популярность набирают исследования, связанные с филь-

трацией газа в пористых средах. Как правило, для получения более точной

информации о рассматриваемой пористой среде приходится проводить исследо-

вания, уменьшая размеры исследуемого объекта. В нефтегазовой отрасли с целью

повышения эффективности добычи из пластов трудноизвлекаемых запасов уг-

леводородов исследуются свойства и структура кернов с характерным размером

всего несколько миллиметров. Также уделяется внимание эффекту Клинкенберга,

связанному с изменением коэффициента проницаемости при исследовании стаци-

онарного и нестационарного течения газа в микроканалах образцов, в случае, ко-

гда средняя длина свободного пробега частиц становится соизмерима со средним

размером порового пространства. В энергетике и металлургии проводятся иссле-

дования переносов фононов с целью получения улучшенных термоэлектрических

характеристик в совокупности с низкой теплопроводностью для наноматериалов,

имеющих пористую структуру.

При решении газодинамических задач важным этапом является численное

исследование математических моделей. Оптимальным выбором для численного
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исследования течения газа Кнудсена в области с подвижными и неподвижными

границами является использование метода Монте-Карло, преимущество которого

заключается в следующем. С одной стороны, рассчитывая траектории движе-

ния статистически большого числа частиц в изменяющейся во времени области,

можно легко вычислить макроскопические параметры течения газа. Вообще го-

воря, расчет траекторий невзаимодействующих друг с другом частиц, которые

отражаются от границ, в трехмерной области является важной задачей как в ком-

пьютерной графике, так и в геометрической оптике. С другой стороны, поскольку

бессеточный метод обладает высоким уровнем параллелизма, то построенные на

его основе и реализованные в виде комплекса программ параллельные алгорит-

мы позволят эффективно задействовать вычислительные ресурсы современных

высокопроизводительных вычислительных систем.

Отыскание класса точных решений в области газовой динамики является

более сложной задачей по сравнению с численным исследованием. Существу-

ют точные решения, описывающие течения газа Кнудсена с наличием границ,

для сравнительно простых случаев: течение газа с границами, не изменяющими

первоначального распределения; течение Куэтта; течение Пуазейля и др. Поиск

нового класса точных решений для течения газа Кнудсена в области с подвижны-

ми и неподвижными границами позволит расширить набор уже существующих,

которые можно использовать для верификации комплекса программ.

Степень разработанности темы. Обзор математических моделей и мето-

дов решения задач динамики разреженного газа, представленный в первой главе,

показывает, что существует потребность в развитии бессеточных методов Монте-

Карло, применяемых для моделирования течения газа Кнудсена. Моделирование

нестационарного течения газа Кнудсена осложняется в случае, когда течение про-

текает в трехмерной изменяющейся во времени области. При моделировании

течения газа методом Монте-Карло требуется статистически большое количе-

ство частиц, поэтому необходимо разработать эффективные алгоритмы расчета

траекторий движения частиц газа, учитывающие взаимодействие с подвижными

и неподвижными границами, и реализовать их в виде комплекса программ для

высокопроизводительных вычислительных систем. При этом существует потреб-

ность в разработке точных решений течения кнудсеновского газа с подвижными

границами для верификации комплекса программ.

Целью работы является разработка алгоритмов расчета движения газа

Кнудсена в трехмерной области с подвижными и неподвижными границами ме-
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тодомМонте-Карло; создание комплекса проблемно-ориентированных программ,

позволяющего визуализировать моделируемые процессы, для современных вы-

сокопроизводительных вычислительных систем и его верификация; проведение

вычислительных экспериментов по исследованию задачи фильтрации газа в по-

ристой среде.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие зада-

чи:

1. Разработать метод и алгоритмы расчета движения кнудсеновского газа

в трехмерной изменяющейся во времени области.

2. Разработать тестовые задачи с подвижными границами для верификации

комплекса проблемно-ориентированных программ.

3. Разработать, отладить и протестировать комплекс проблемно-

ориентированных программ для численного решения задач кинетики

идеального бесстолкновительного газа в трехмерном пространстве, поз-

воляющий визуализировать динамику процессов.

4. Выполнить распараллеливание и оптимизацию программного кода для

проведения расчетов на высокопроизводительных вычислительных си-

стемах.

5. Провести численное исследование задачи фильтрации идеального бес-

столкновительного газа в пористой среде.

6. Осуществить анализ полученных результатов расчета.

Научная новизна выносимых на защиту результатов заключается в следу-

ющем:

1. Впервые найден класс точных решений для модели адиабатического сжа-

тия газа Кнудсена в трехмерной области с подвижной границей.

2. На основе метода Монте-Карло разработаны вычислительный метод

и алгоритмы расчета течения газа Кнудсена в трехмерной области с по-

движными границами. Эффективность метода и алгоритмов подтвержде-

на численными экспериментами.

3. Создан комплекс программ для проведения вычислительных экспери-

ментов по моделированию течения идеального бесстолкновительного

газа в трехмерном пространстве методом Монте-Карло с применени-

ем технологий параллельных вычислений. Получены новые численные

решения задачи фильтрации для идеального бесстолкновительного газа

в пористой среде.
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4. Выполнено сравнение численных расчетов работы комплекса

проблемно-ориентированных программ с аналитическими решениями

задач газовой динамики.

Теоретическая и практическая значимость. К теоретической значимо-

сти относится класс точных решений, найденный для модели адиабатического

сжатия газа Кнудсена в трехмерной области, который может быть использован

для верификации комплекса программ. Практическая значимость заключается

в разработке эффективных алгоритмов расчета течения газа Кнудсена с по-

движными и неподвижными границами, основанных на методе Монте-Карло.

Созданный комплекс программ может быть использован для эффективного реше-

ния инженерно-технических задач, требующихмоделирования процессов газовой

динамики с использованием высокопроизводительных вычислительных систем.

Результаты диссертационной работы имеют практическое значение для исследо-

ваний проблем динамики разреженного газа, статистической физики, нефтегазо-

вой отрасли, атомной и промышленной энергетики, оптики.

Объектом исследования является модель идеального бесстолкновительно-

го газа.

Предметом исследования является течение идеального бесстолкновитель-

ного газа в трехмерной области с подвижными и неподвижными границами.

Методология и методы исследования. включают методы математиче-

ского и статистического моделирования (метод Монте-Карло), параллельного

программирования для высокопроизводительных вычислительных систем, тео-

рию вероятностей и математической статистики.

Для выполнения поставленной цели применялся подход, основанный на:

1) построении математической модели течения газа Кнудсена;

2) разработке метода моделирования течения идеального бесстолкнови-

тельного газа в трехмерной изменяющейся во времени области;

3) разработке алгоритмов решения задачи;

4) реализации алгоритмов в виде комплекса программ;

5) проведении вычислительных экспериментов с последующим анализом

результатов.

На защиту выносятся следующие результаты, соответствующие пунк-

там паспорта специальности 1.2.2 «Математическое моделирование, численные

методы и комплексы программ» по физико-математическим наукам:
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1. Найден класс точных решений для модели адиабатического сжатия кнуд-

сеновского газа в трехмерной области с подвижной границей.

2. Разработаны и реализованы вычислительный метод и алгоритмы, пред-

назначенные для математического моделирования нестационарного те-

чения газа Кнудсена в трехмерной области с подвижными границами,

в виде комплекса программ с применением технологий параллельных

вычислений. Эффективность метода, алгоритмов и комплекса программ

подтверждена численными экспериментами.

3. Разработанные вычислительный метод и алгоритмы реализованы в виде

комплекса проблемно-ориентированных программ для математического

моделирования течения газа Кнудсена в трехмерной области с подвиж-

ными границами. Получены результаты численного исследования задачи

фильтрации кнудсеновского газа в пористой среде, установлена линей-

ная зависимость между скоростью течения и скоростью фильтрации для

идеального бесстолкновительного газа.

4. Разработанный комплекс проблемно-ориентированный программ вери-

фицирован путем сравнения численных расчетов с найденными точными

решениями математической модели адиабатического сжатия газа Кнуд-

сена в трехмерной области с подвижной границей.

Таким образом, в соответствии с паспортом специальности 1.2.2 в диссер-

тации присутствуют оригинальные результаты одновременно из трех областей:

математического моделирования, численных методов и комплексов программ.

Достоверность полученных результатов работы обеспечивается исполь-

зованием математической модели идеального бесстолкновительного газа, осно-

ванной на фундаментальных законах сохранения массы, импульса и энергии;

моделированием методом Монте-Карло и проведением тестовых расчетов на за-

дачах газовой динамики, показывающих степень близости численного решения

к аналитическому в зависимости от количества частиц, участвующих в экспери-

менте.

Апробация работы. Основные результаты работы были представлены на:

– Всероссийских научно-практических конференциях «Север России: стра-

тегии и перспективы развития» (Сургут, 2015, 2016).

– Международных конференциях «Математика и информационные техно-

логии в нефтегазовом комплексе», посвященных дню рождения великого

русского математика академика П.Л. Чебышева (Сургут, 2016, 2019).
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– Всероссийской конференции молодых ученых «Наука и инновации XXI

века» (Сургут, 2016).

– Всероссийских конференциях «Теоретические основы и конструирова-

ние численных алгоритмов для решения задач математической физики»,

посвященных памяти К.И. Бабенко (Абрау-Дюрсо, Новороссийск, 2016,

2018).

– Международной конференции «Супервычисления и математическое мо-

делирование» (Саров, 2018).

– Международной научной конференции «Актуальные проблемы вычис-

лительной и прикладной математики» (Академгородок, Новосибирск,

2019).

– Международной научной конференции «Математические идеи П.Л. Че-

бышева и их приложения к современным проблемам естествознания»,

приуроченной к 200-летию со дня рождения великого русского матема-

тика, академика П.Л. Чебышева (Обнинск, 2021).

– Семинарах кафедры Прикладной математики БУ ВО «Сургутский госу-

дарственный университет».

Публикации.Основные результаты по теме диссертации изложены в 20 на-

учных работах [1––20], из них:

– 5 статей изданы в журналах, рекомендованных ВАК, включая 1 статью,

опубликованную в международных журналах, входящих в реферативную

базу Scopus, которая переведена на английский язык [1––5];

– 3 публикации в сборниках научных статей [6––8];

– 10 публикаций представлены в сборниках трудов и тезисах докладов кон-

ференций [9––18];

– 2 свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [19;

20].

Работа выполнена при поддержке государственных грантов:

1. Грант РФФИ №18-01-00343 A «Математическое моделирование образо-

вания структур в задачах физической кинетики и гидродинамики».

2. Грант РФФИ №18-47-860004 р_а «Иерархическая система новых

информационно-вычислительных технологий, основанная на ма-

тематических моделях объектов естественного и антропогенного

происхождения со сложной динамикой, включая кинетику с нелокальны-
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ми связями, гидродинамику и явления со статистически неустойчивым

поведением».

Личный вклад автора заключается в разработке алгоритмов и их реализа-

ции в виде комплекса проблемно-ориентированных программ, включая отладку

и тестирование, и проведении вычислительных экспериментов. Автор самосто-

ятельно отыскал класс точных решений задачи об адиабатическом сжатии газа

Кнудсена в трехмерной области с подвижной границей. В совместных иссле-

дованиях автор принимал участие во всех этапах работы: в постановках задач,

в выборе и формулировке математической модели, в создании численного метода

и анализе полученных результатов. В совместных работах научному руково-

дителю д.ф.-м.н. В.А. Галкину принадлежит первоначальная постановка задач,

определение направлений исследований и интерпретация полученных результа-

тов, выбор тестовых задач для верификации комплекса программ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав,

заключения и двух приложений. Полный объём диссертации составляет 116 стра-

ниц, включая 28 рисунков и 17 таблиц. Список литературы содержит 143 наиме-

нования.

Первая глава начинается с краткого описания истории возникновения

и развития газовой динамики. Приводится обзор исследований задач течения га-

за с наличием границ и задач из смежных областей. В параграфе 1.2 выделены

некоторые точные решения задач газа Кнудсена с подвижными и неподвижны-

ми границами. В параграфе 1.3 приведен обзор методов решения задач газовой

динамики. Представлено краткое описание методов Монте-Карло, применяемых

для моделирования течения разреженного газа, включая их назначение, преиму-

щества и недостатки. Параграф 1.4 посвящен проблемам и способам адаптации

алгоритмов и программ, связанных с эффективным использованием современ-

ных высокопроизводительных вычислительных систем. Представлены общие

рекомендации, которые следует учитывать при разработке алгоритмов и их ре-

ализации в виде комплекса программ.

По обзору литературы сделаны выводы о перспективных направлениях ис-

следования течения газа Кнудсена с подвижными и неподвижными границами,

в частности, необходимость разработки алгоритмов и комплекса программ для

высокопроизводительных вычислительных систем.

Во второй главе рассматривается математическая модель газа Кнудсена.

Для вероятностной модели газа определена одночастичная функция распределе-
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ния, показана ее связь с макроскопическими величинами. Представлены пара-

метры физических величин и их порядок обезразмеривания. Подробно описан

бессеточный метод Монте-Карло, предназначенный для моделирования тече-

ния идеального бесстолкновительного газа в трехмерной области с подвижными

границами. Приведены формулы расчета траектории движения частицы в про-

странстве с учетом многократного взаимодействия с подвижными границами.

Для течения газа, состоящего из статистически большого числа частиц, описа-

ны формулы статистических оценок макроскопических параметров из локальных

характеристик частиц газа. В конце главы рассмотрены способы оценки погреш-

ностей полученных результатов.

Третья глава посвящена разработанному проблемно-ориентированному

комплексу программ. Представлена схема работы комплекса программ, вклю-

чая подробное описание каждого этапа. Рассмотрены особенности такой схе-

мы работы при реализации алгоритмов в виде программного кода. Описаны

использованные методы оптимизации программного кода, позволяющие эффек-

тивно задействовать вычислительные ресурсы центрального процессора, такие

как декомпозиция данных; векторизация вычислений, связанная прежде всего

с расчетом траекторий движения частиц с учетом возможного взаимодействия

с подвижными границами; быстрое извлечение обратного корня, используемое

при нормализации векторов, и другие.

Выполнена верификация комплекса программ на задаче о столкновении

встречных пучков газа, имеющей аналитическое решение. Проведена оценка по-

грешностей статистических оценок макроскопических величин при различном

числе частиц в вычислительном эксперименте и количестве испытаний, пока-

завшая высокую точность полученных численно результатов. Показана высокая

производительность разработанного комплекса программ.

Четвертая глава посвящена адиабатическому сжатию газа Кнудсе-

на в одномерной и трехмерной областях. Описан класс точных решений

для кнудсеновского газа с подвижной границей. Выполнено моделирова-

ние течения газа Кнудсена методом Монте-Карло с различными скоростями

подвижной границы. Проведено качественное и количественное сравнение по-

лученных результатов. Достигнута высокая производительность программы

расчета траекторий движения частиц, входящей в состав созданного комплекса

проблемно-ориентированных программ, с учетом возможного взаимодействия

с подвижными и неподвижными границами.



12

В пятой главе представлено численное исследование задачи фильтрации

идеального бесстолкновительного газа в пористой среде, полученное с помо-

щью разработанного комплекса программ. Подробно описаны используемые

в исследовании расчетные формулы, а также модель пористой среды. Проведе-

ны численные эксперименты по исследованию зависимости скорости течения

и скорости фильтрации газа Кнудсена для трех конфигураций пористой среды.

Выполнено качественное и количественное сравнение полученных результатов,

включая оценку погрешностей статистических оценок макроскопических ве-

личин, показавшую высокую точность полученных результатов. Представлена

визуализация течения газа и распределения статистических оценок макроскопи-

ческих величин для трех конфигураций пористой среды.

В заключении сформулированы основные результаты, полученные в ходе

диссертационного исследования.

В приложениях описывается структура размещения файлов и каталогов

разработанного комплекса программ, представлены свидетельства о регистрации

государственных программ для ЭВМ.
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Глава 1. Обзор математических моделей и методов решения задач газовой

динамики

1.1 Обзор исследований и задач газовой динамики

История развития газовой динамики начинается с феноменологического на-

правления (термодинамики), возникшего в середине XVII века [21]. Начальные

исследования связаны с проведением натурных экспериментов, накоплениемфак-

тов и созданием учения о теплоте такими учеными, как Э. Торричелли, О. Герике,

Р. Бойль и др.

Попытки ответить на вопрос о природе теплоты привели к корпускулярной

гипотезе, сформулированные Р. Клаузиусом в 1857 г. Клаузиус ввел такие понятия

как идеальный газ (1854 г.), энтропия (1865 г.) и средняя длина свободного про-

бега (1860 г.). Исследуя среднюю длину свободного пробега, в 1859 г. Максвелл

пришел к открытию закона распределения молекул по скоростям. Так постепенно

развивалось новое направление: молекулярно-кинетическая теория.

Параллельно с этим продолжалось развитие термодинамики. В 1834 г.

опытным путем Б.П.Э. Клапейроном было получено уравнение состояния иде-

ального газа, основанное на законах Бойля-Мариотта (1662 г.) и Гей-Люссака

(1802 г.) и дополненное в 1874 г. Д.И. Менделеевым. С помощью соотношения

Клапейрона–Менделеева были объясненымногие закономерности теплового дви-

жения молекул в газе и выведены макроскопические свойства газа.

Дальнейшее развитие идей Дж.К. Максвелла в МКТ получили в тру-

дах Л. Больцмана, начиная с 1866 г. Уравнение Больцмана (1.1), написанное

в 1872 г., использовалось для обоснования молекулярно-кинетической теории,

второго закона термодинамики, возрастания энтропии и вывода уравнений гид-

родинамики [22; 23].

∂ f
∂t
+ v · Ox f +

F

m
· Ov f = J[ f , f ], (1.1)

где f — функция распределения; x — координаты местоположения молекул;

v — скорость молекул; m — масса молекулы; F — внешняя сила, действующая

на молекулу; J[ f , f ] — интеграл столкновений (квадратичный оператор, учиты-

вающий парные столкновения молекул); t — время.
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Уравнение Больцмана играет огромную роль в естествознании, технике,

формировании научного мировоззрения. Оно в своих модификациях широко ис-

пользуется при описании разреженного газа в аэромеханике, излучения света

в атмосферной оптике и движения тепловых нейтронов в атомных реакторах.

Идеи Больцмана были доказаны в 1905 г. теоретически работами А. Эйн-

штейна [24] и М. Смолуховского [25] по теории броуновского движения. А экспе-

риментальное подтверждение нашли в опытах Ж.Б. Перрена [26] в 1909 г.

Невозможность решения дифференциального уравнения Больцмана, послу-

жила толчком к развитию математического аппарата. Дальнейшие исследования,

которые в 1902 г. были отражены в теории Дж.В. Гиббса [27], были связаны с объ-

единением двух направлений в одно— статистическая термодинамика. На основе

теоремыЖ. Лиувилля [28], доказанной еще в 1838 г., Гиббс формулирует в теории

мощный метод, в котором макроскопические свойства тела рассматриваются как

свойства ансамбля, состоящего из совокупности точек (частиц) в фазовом про-

странстве, поведение которых полностью описывается законами классической

механики. Работы Дж.Д. Биркгофа [29] также составили новый этап в развитии

качественной теории. Основным объектом исследования у Биркгофа становится

динамическая система, эволюция которой на основе динамического закона одно-

значно определяется начальным состоянием.

В 1927 г. Биркгофом [29] было предложено понятие динамического би-

льярда. Это понятие связано с исследованием свойств траекторий движения

материальной точки единичной массы (частицы) по инерции внутри плоской за-

мкнутой области. К основным свойствам относят перемешивание, эргодичность,

энтропию, тепловое (статистическое) равновесие, которые полезны для выво-

да законов эволюции систем, состоящих из большого числа частиц. Большой

вклад в понимание этих свойств для проблем статистической механики внесли

Э. Хопф [30] и Н.С. Крылов [31] в 30–40-е годы XX в. Первое фундаменталь-

ное исследование эргодических свойств представлено в работе Я.Г. Синая [32]

в 1970 г. Исследования в этом направлении продолжаются Л.А. Бунимовичем [33],

А.Ю. Лоскутовым [34] и др. авторами [35––40], где также изучаются вариаци-

онные принципы биллиардной динамики, геометрия лучей света, существование

каустик, механизмы возникновения хаоса и др.

Развитие динамического бильярда привело к исследованию задач с подвиж-

ными границами. В 1949 г. Э. Ферми был предложен механизм ускорения частиц

движущихся в магнитном поле для объяснения происхождения космических лу-
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чей высокой энергии [41]. В последующих работах [42––48] были введенымодели,

реализующие механизм ускорения Ферми с помощью столкновений частицы

с осциллирующей стенкой, в которых исследовались стохастические свойства.

Особенностью таких моделей является то, что скорость частицы много боль-

ше скорости движущейся стенки. При нарушении гладкости движения скорости

стенки от времени (пилообразный закон) в зависимости от начальных условий

частицы может наблюдаться неограниченный рост скорости [49].

В динамике разреженного газа при очень больших числах Кнудсена

(Kn > 100) столкновениями между частицами газа можно пренебречь. Такой

режим, когда частицы взаимодействуют только с границами, называется сво-

бодномолекулярный, а газ именуется кнудсеновским. Практический интерес

в моделировании такого сорта задач резко возрос в 50-х годах XX в. и связан

с освоением околокосмического пространства, а также созданием специальных

вакуумных установок, которые используются, например, в металлургии [50––53].

Задачи, связанные с исследованием динамических систем, состоящих из

частиц газа, расположенных в сосуде с подвижной стенкой (поршнем), играют

важную роль в неравновесной статистической механике (Л.Д. Ландау и Е.М. Лиф-

шиц [54], Р. Фейнман [55]). Исследование таких динамических систем с большим

числом степеней свободы является сложной проблемой, в которой изучаются про-

цессы релаксации газа, состояния статистического и теплового равновесия. Также

эти вопросы успешно исследуются с применением вычислительного эксперимен-

та [56––58]. Модель адиабатического сжатия газа может относиться к явлению

параметрической неустойчивости, при котором нарастание энергии возмущения

сопровождается непрерывным сжатием газа с течением времени в простран-

стве [59; 60]. Такая неустойчивость может рассматриваться как распространение

бегущих волн в изменяющейся во времени области [61; 62].

В конце XIX в. атомистика вышла за рамки молекулярно-кинетической

теории газов и наметилось ее проникновение в другие направления физики,

например, в учение об электрических явлениях. В 1905 г. для описания движе-

ния частиц электронного газа в металлах Г.А. Лоренц предложил модель [63],

в последствии получившую название газ Лоренца. Газом Лоренца называется

динамическая система, описывающая свободное движение частиц, взаимодей-

ствующих по закону зеркального отражения с неподвижными сферическими

рассеивателями в пространстве. Но применение этой модели было ошибочным,

поскольку в ней не учитывались квантово-механические свойства электронов.
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Однако модель была впервые использована в 1962 г. для описания процесса рассе-

яния тепловых нейтронов в тяжелой жидкости [64]. Газ Лоренца является одной

из разновидностей рассеивающих бильярдов, где частица упруго отражается от

круглых бесконечно тяжелых рассеивателей в плоской области [34; 65––69]. Для

такой модели проведены исследования свойств перемешивания и диффузии.

Подобная модель также была выбрана для исследования свойств филь-

трации идеального газа различными авторами [70––74]. Одним из значимых

параметров в таких исследованиях является проницаемость пористой среды, ко-

торая зависит от размер пор и структуры порового пространства. В некоторых

случаях, например, при низких перепадах давлении, может возникать эффект

проскальзывания, т.е. когда средняя длина свободного пробега становится соиз-

мерима со средним размером поровых каналов. В этом случае возникает разница

между проницаемостью по жидкости и по газу, которая корректируется с по-

мощью специального коэффициента, предложенного Л.Дж. Клинкенбергом [75].

Такие исследования позволяют глубже понять фильтрационно-емкостные ха-

рактеристики образцов керна, которые важны для оценки водопроницаемости

пористой среды [70; 76].

Построение цифровой модели керна — одна из сложнейших задач в неф-

тегазовой отрасли. В этом направлении ведутся поиски методов определения

свойств геологического пласта и построения различных моделей пористых сред,

имеющих различные регулярные структуры [1; 77; 78].

Исследование переноса фононов в пористых средах методом Монте-Карло

также является актуальной задачей в энергетике и металлургии. Целью этих

исследований является получение улучшенных термоэлектрических характери-

стик в совокупности с низкой теплопроводностью для наноматериалов, например,

кремния, за счет подбора конфигураций (параметров или даже структуры поро-

вого пространства) пористых сред [79; 80].

1.2 Обзор точных решений уравнений движения газа Кнудсена

В этом параграфе представлен обзор точных решений некоторых задач

газовой динамики при условии свободномолекулярного течения. Иначе говоря,

в исследуемой области при очень больших средних длинах свободного пробе-
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га столкновения между частицами газа достаточно редки, так что их можно не

рассматривать. Как правило, такие решения описывают весьма искусственные си-

туации, но при этом их можно использовать как для апробации новых методов, так

и для верификации программ.

1. Существует небольшое число точных решений уравнения Больцмана

ввиду сложной структуры интеграла столкновений. В случае, когда установлен

свободномолекулярный режим, интеграл столкновений, стоящий в правой части

уравнения Больцмана, можно не учитывать. При отсутствии внешних сил урав-

нение Больцмана сводится к уравнению Лиувилля и записывается в виде:

∂ f
∂t
+ v · O f = 0. (1.2)

Общее решение этого уравнения, найденное методом характеристик, име-

ет вид:

f (t, x, v) = f0(x − v(t − t0), v). (1.3)

Функция распределения не изменяется вдоль прямолинейной траектории

движения частиц.

2. Одним из возможных решений уравнения Лиувилля (1.2) является бе-

гущее локальное максвелловское распределение, предложенное А.А. Николь-

ским [81]:

f (t, x, v) = const · exp
{
− [x − v(t − t0)]2}, (1.4)

где x, v ∈ R3; t > 0.
Тогда значения макроскопических величин имеют следующий вид:

ρ(t, x) =
const
|t − t0|3

, (1.5)

v(t, x) =
x

|t − t0|
, (1.6)

T (t, x) =
const
|t − t0|2

. (1.7)

Это решение верно либо в безграничном пространстве, либо при нали-

чии границ, не нарушающих этого распределения. Например, границы, которые

зеркально отражают частицы, должны быть либо неподвижны, либо двигаться

с постоянной скоростью в направлении, перпендикулярном стенкам, и с произ-

вольной скоростью в касательном к ним направлении.
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3. Одномерная задача о поршне. Рассматривается пространство, запол-

ненное одномерным покоящимся газом с плотностью n0 и температурой T . Газ
разделен тонкой перегородкой (поршень), движущейся со скоростью u. В началь-

ный момент времени t = 0 поршень расположен в x = 0. При переходе в систему
координат, движущуюся вместе с поршнем, поршень становится неподвижным.

В этом случае газ, расположенный с левой стороны от поршня, приобретает от-

рицательную скорость, направленную к плоскости поршня. Газ, находящийся

с правой стороны от поршня, имеет положительную скорость u.
В одномерном случае значения макроскопических величин можно полу-

чить, используя следующую формулу:

n〈Q(t, x)〉 =
1
t

0∫
−∞

Qn0 f
(
x′,

x − x′

t
− u

)
dx′+

+
1
t

+∞∫
0

Qn0 f
(
x′,

x − x′

t
+ u

)
dx′,

(1.8)

где x′ = x− vt; f (x, v) = β/π1/2 · exp
{
− (βv)2}—максвелловское распределение по

скоростям; β = 1/
√

2RT ; Q — молекулярный признак, связывающий макроско-

пические свойства с функцией распределения.

В частности, числовая плотность n(t, x) получается при Q = 1:

n(t, x) = n0 + n0/2[erf{β(x/t + u)} − erf{β(x/t − u)}], (1.9)

где erf(a) = 2/π1/2
a∫

0
exp{−x2}dx.

4. Течение Куэтта. Задача о течении и теплопередаче между двумя парал-

лельными бесконечными твердыми пластинами, движущимися в своей плоскости

относительно друг друга [53; 82]. Пусть верхняя пластина движется в своей плос-

кости относительно нижней границы со скоростью u0. Температуры верхней Tu

и нижней Tl пластин имеют постоянные значения. Газ, заключенный между пла-

стинами, отражается от них зеркально-диффузно (см. рисунок 1.1).

В случае, когда установлен свободномолекулярный режим течения газа,

плотность ρ, скорость vx и температура T газа между пластинами имеют следую-

щий вид:

ρ = ρ0, (1.10)
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Рисунок 1.1 –– Схема течения Куэтта

vx =
u0

2

√
Tu −

√
Tl

√
Tu +

√
Tl
, (1.11)

T =
√

TuTl +
mu2

0

3k

√
TuTl

(
√

Tu +
√

Tl)2
. (1.12)

Таким образом, расстояние между пластинами h не влияет на скорость

и температуру газа. Эти параметры зависят от скоростей и температур стенок.

Рассматриваемые в этом параграфе простые задачи, для которых существу-

ют точные решения, находят применение в практических исследованиях [83].

1.3 Обзор статистических методов решения задач динамики разреженного

газа

Метод Монте-Карло — численный метод решения математических задач

при помощи моделирования случайных величин [84; 85].

Первая работа по использованию вероятностного метода была опубликова-

на А. Холлом [86] в 1873 году именно при организации стохастического процесса

экспериментального определения числа π путем бросания иглы на лист ли-

нованной бумаги. Идея такого эксперимента возникла у Ж.Л.Л. Бюффона для

вычисления числа π в 1777 году.

Бурное развитие и применение методов статистического моделирования

(Монте-Карло) в различных областях прикладной математики началось с середи-

ны прошлого столетия. Это было связано с решением качественно новых задач,

возникших при исследовании новых процессов. Одним из первых, кто применил

ММК для моделирования траекторий нейтронов был Дж. фон Нейман. Первая
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работа с систематическим изложением была опубликована в 1949 году Н.К. Мет-

рополисом и С.М. Уламом [87]. Метод Монте-Карло применялся для решения

линейных интегральных уравнений, в котором решалась задача о прохождении

нейтронов через вещество.

Невозможность решения уравнения Больцмана, за исключением самых про-

стейших случаев, описанных в предыдущем параграфе, привело к развитию

численных методов в газовой динамике. Для различных режимов стационарных

и нестационарных течений существует множество разнообразных методов как

конечно-разностных для решения уравнения Больцмана, так и статистических для

моделирования процессов перелета и столкновений молекул, ведущих к уравне-

нию Больцмана [88].

К конечно-разностным методам относят регулярные (классические

конечно-разностные квадратурные подходы) и полурегулярные методы (для

вычисления интегралов столкновения используется метод Монте-Карло) [89],

кинетически-согласованные разностные схемы [90] и другие [91; 92]. Конечно-

разностные методы включают расчет двух этапов: 1) усреднение по скоростям

молекул; 2) разностная аппроксимация уравнений для газодинамических пара-

метров. Такие методы хорошо описывают газодинамические течения при малых

числах Кнудсена (Kn < 1).
В статистических методах поведение частиц основано на кинетическом

описании молекулярной динамики, при этом нет необходимости в моделирова-

нии реального числа частиц и определении начальных условий (местоположение

и скорость) для каждой частицы [93]. Главное преимущество методов Монте-

Карло заключается в простоте их применения к течениям с более сложной

геометрией. Изменения, которые привели бы к полной практической невозмож-

ности применения методов интегрального уравнения, в этом подходе обычно

приводят к небольшим изменениям вычислений в программе [94].

Одним из первых примененийметодаМонте-Карло в динамике разреженно-

го газа был метод динамики молекул (Б.Ж. Алдер и Т.Э. Уэйнрайт [95]). Основная

идея метода заключается в одновременном построении траекторий статистиче-

ски большого числа моделирующих частиц. При вычислении траекторий упругих

сферических молекул учитываются их столкновения, которые происходят, ко-

гда расстояние между двумя молекулами становится равным их диаметру. За

исключением задания начальных условий, этот подход вполне детерминирован.

К достоинству метода можно отнести то, что он является бессеточными позволяет
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моделировать также нестационарные течения. Но при рассмотрении траектории

отдельной частицы из-за возможного столкновения с другими частицами, необ-

ходимо изучить и их траектории, что приводит к существенному увеличению

количества расчетов.

Для моделирования процесса свободномолекулярного обтекания вогнуто-

го тела с многократным отражением от поверхности применяется метод пробных

частиц, который был впервые предложен Дж.К. Хэвилендом [96]. Согласно этому

методу, прослеживаются траектории отдельных молекул и вычисляется функция

распределения по фактическому числу пробных частиц, находящихся в каж-

дой дискретной ячейке, на которое разбито все фазовое пространство. Частица,

столкнувшаяся с поверхностью, заменяется частицей, скорость которой выбрана

случайным образом в соответствии с вероятностным распределением, задан-

ным граничными условиями. В переходном режиме, слежение осуществляется

не только за пробными частицами, но и требуется знание функции распределения

полевых частиц, что приводит к некоторому итерационному процессу, позволя-

ющему учитывать межмолекулярные столкновения. Недостатком этого метода

является то, что его нельзя применять к нестационарным течениям.

Альтернативным методу пробной частицы стал метод прямого статистиче-

ского моделирования Г. Берда [97]. Суть этого метода заключается в разделении

двух физических процессов на одном временном шаге ∆t: 1) расчет столкновений
(решение задачи пространственно-однородной релаксации); 2) свободномолеку-

лярный перенос с учетом взаимодействия с границами. Как и в предыдущем

методе моделируемая область разбивается на ячейки, в которых функция рас-

пределения определяется некоторым набором частиц. На границах этой области

устанавливается вид функции распределения и закон взаимодействия частиц газа

с поверхностью. Основное отличие этого метода заключается в том, что в процес-

се моделирования осуществляется одновременное слежение за всем ансамблем

частиц [98]. Это позволяет строить статистически большое число траекторий ча-

стиц с учетом меняющейся во времени частоты столкновений (нестационарный

процесс), что приводит к некоторому процессу установления. Этот метод яв-

ляется одним из самых популярных в динамике разреженного газа, существует

множество работ, посвященных его модификациям и исследованиям в этом на-

правлении [99––102].

При моделировании задач газовой динамики методом Монте-Карло требу-

ется генерировать с помощью детерминированного алгоритма большое количе-
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ство значений псевдослучайных величин с различными законами распределения,

такими, как равномерное, нормальное, больцмановское [84]. Существует огром-

ное количество различных алгоритмов, например, метод середины квадрата [103],

вихрь Мерсенна [104] и др. Известно, что алгоритмы генерируют ограниченный

диапазон случайных величин, поэтому необходимо, чтобы получаемые последо-

вательности обладали различными свойствами, такими, как скорость генерации

случайных величин, статистическая зависимость [105; 106] и др. Для проверки

меры близости генерируемого диапазона случайных величин к требуемому рас-

пределению используются специальные статистические тесты.

1.4 Проблематика эффективного использования современных

вычислительных систем

Актуальность численного моделирования фундаментальных задач газовой

динамики обусловлена, в частности, необходимостью расширения набора эта-

лонных численных решений для валидации моделей, активно разрабатываемых

во всем мире. Результаты расчетов позволяют получить новые данные о физике

течения газа и продвинуться в исследованиях сложных и до сих пор малоизучен-

ных явлений.

Научный прогресс в сфере прикладной математики тесно связан с возмож-

ностью эффективного использования современных вычислительных систем [78].

Суперкомпьютерное моделирование широко применяется при решении актуаль-

ных инженерно-технических задач в различных высокотехнологичных отраслях

промышленности, таких как авиастроение, оптика, атомная энергетика и многих

других. В современном мире массовые суперкомпьютерные технологии являются

«технологическим оружием» в конкурентной борьбе на мировых высокотехно-

логичных рынках [107]. Использование этих технологий позволяет существенно

сократить сроки и стоимость разработок.

В настоящее время наблюдается быстрый рост пиковой производитель-

ности вычислительных систем, которая еще в конце 2018 года превысила

200 петафлопс [108]. С одной стороны, эволюция продолжает идти в сторо-

ну увеличения числа процессорных ядер, которое в крупнейших системах уже

перевалило за миллион. Это обусловлено не только увеличением числа узлов
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в суперкомпьютерах, но и ростом числа ядер в процессорах, объединённых об-

щей памятью узла. Последнее привело к развитию технологий параллельных

вычислений и переходу на более сложную модель, сочетающую распределён-

ную и общую память. С другой стороны, рост пиковой производительности

процессорного ядра обеспечивается не только за счёт повышения тактовой ча-

стоты, но и за счёт расширения векторных регистров, что, с учётом не столь

значительного роста пропускной способности памяти, еще более усложняет эф-

фективное использование процессоров. Поэтому эффективное использование

высокопроизводительных вычислительных систем требует преодоления ряда

фундаментальных проблем.

С ростом числа многоядерных процессоров в высокопроизводительных вы-

числительных системах происходит их усложнение как на аппаратном уровне,

так и на программном. Возникает проблема, связанная с трудностью «адаптации

алгоритмов на архитектуру высокопроизводительных вычислительных систем

с экстрамассивным параллелизмом» [109]. Преодоление данной проблемы зача-

стую требует создания новых вычислительных алгоритмов. Это делает создание

расчетных кодов, в полной мере использующих возможности современных вы-

числительных систем, сложной и актуальной научной проблемой.

Другой проблемой является то, что необходимо в алгоритмах учитывать

независимую работу узлов с учетом восстановления расчетов в случае отказа узла

на высокопроизводительной вычислительной системе [110––113].

Следует подчеркнуть, что ключевое значение имеет не вычислительная

способность устройства, а скорость передачи данных из «медленной» памяти

в регистры вычислительного устройства [114]. В большинстве случаев при пра-

вильной организации данных процент от пиковой производительности программ

при расчетах с числами двойной точности для задач газовой динамики с исполь-

зованием центральных процессоров выше, чем с использованием графических

процессоров [115––117].

Существует огромное количество языков программирования, программно-

го обеспечения и технологий, позволяющих довольно эффективно разрабатывать

приложения для любой отрасли, начиная с простых программ, которые позволяют

выполнить простые расчеты, и заканчивая огромным пакетами прикладных про-

грамм, позволяющими моделировать сложные процессы, учитывающие большое

число факторов [118]. Не смотря на то, что использование таких технологий, как

OpenMP и MPI, позволяет обмениваться информацией между системами с общей
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и распределенной памятью соответственно, основным недостатком являются за-

держки, возникающие при синхронизации операций и обмене данными.

С одной стороны, происходит фантастически быстрый рост мощной

вычислительной техники, что дает реальную возможность приступить к мо-

делированию тех задач газовой динамики, которые ранее были недоступным

для численного решения. С другой стороны, пришлось столкнуться с той си-

туацией, когда при расчетах на многопроцессорной высокопроизводительной

вычислительной технике используется лишь небольшая часть ее потенциаль-

ных возможностей [90]. Эта проблема в первую очередь связана с трудностями

адаптации алгоритмов решения задач математической физики к архитектуре

многопроцессорных ЭВМ с распределенной памятью. Кроме того, имеется много

других существенных проблем, например, визуализация огромного количества

данных, полученной на супервычислительной системе, проблема передачи и об-

работки этого объема данных и многие другие, которые мешают эффективному

использованию многопроцессорных систем.

В заключение следует отметить предложенные Б.Н. Четверушкиным [90]

общие требования и рекомендации, предъявляемые к вычислительным алгорит-

мам с целью эффективного использования высокопроизводительных вычисли-

тельных систем:

1. Внутренний параллелизм метода.

2. Обеспечение равномерной загрузки многоядерного процессора.

3. Минимизация обмена данными между различными типами памяти и вы-

числительными узлами.

4. Простота, позволяющая добиться успешной адаптации к архитектуре

вычислительного устройства.

1.5 Выводы по главе

Результаты проведенного анализа позволяют сделать вывод об актуально-

сти диссертационного исследования как в теоретическом, так и в практическом

направлениях. В качестве основного метода моделирования течения газа Кнудсе-

на использовался метод Монте-Карло, который является развитием бессеточного
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метода динамики молекул и позволяет моделировать как стационарные, так

и нестационарные течения, в том числе в области с подвижными границами.

Для моделирования нестационарного течения, состоящего из статистически

большого числа частиц, требуется разработать комплекс программ, позволяющий

визуализировать течение газа в переменной во времени области, для современных

высокопроизводительных вычислительных систем. При этом существует потреб-

ность в разработке точных решений течения кнудсеновского газа с подвижными

границами для верификации комплекса программ.
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Глава 2. Описание метода Монте-Карло моделирования течения газа

Кнудсена в трехмерной изменяющейся во времени области

Некоторые важные понятия и проблемы кинетической теории газов можно

исследовать, изучая макроскопические характеристики газа, состоящего из мате-

риальных частиц с условной положительной массой. Принимается во внимание

и то, что вероятность эффективного сечения столкновения мала, т.е. столкновения

частиц газа друг с другом настолько редки, что ими можно пренебречь. Физи-

ческие свойства у такого газа будут во многом зависеть от его взаимодействия

со стенками, которые ограничивают исследуемую область пространства. Задачи,

представленные в параграфе 1.1, могут решаться в рамках предложенной в этой

главе модели.

Эффективным способом решения задач динамики разреженного газа явля-

ется их численное исследование методомМонте-Карло. В этой главе представлен

модифицированный метод Монте-Карло, позволяющий моделировать течение

кнудсеновского газа в трехмерной области с подвижными границами. Разрабо-

танный метод относится к классу бессеточных и основан на методе прямого

статистического моделирования [97] и методе динамики молекул [95].

Рассматриваемая в диссертационной работе модель идеального бесстолкно-

вительного газа — динамическая система, состоящая из статистически большого

числа частиц, которые не взаимодействуют друг с другом, но взаимодействуют

с подвижными и неподвижными границами.

2.1 Модель идеального бесстолкновительного газа с подвижными

границами

Для полного описания газового потока в классической механике необхо-

димо задать положение и скорость каждой молекулы в момент времени t. При
использовании такого детерминированного подхода возникают следующие про-

блемы: невозможность моделирования достаточного числа частиц; определение

начальных условий (положение и скорость) для каждой частицы. Эти трудности
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можно обойти, если перейти к статистическому описанию, используя распреде-

ления вероятностей.

В обзорной главе представлено движение частиц газа Кнудсена с помощью

уравнения Лиувилля (1.2), в котором центральное место занимает функция рас-

пределения (см. параграф 1.2). С помощью этой функции распределения можно

вычислить макроскопические величины.

Пусть вероятностная модель (вероятностное пространство), введенная

А.Н. Колмогоровым в 30-х годахXX века [119], определяется набором из трех объ-

ектов:

(Ω,A, P), (2.1)

где Ω = Rn — пространство элементарных событий; A = B(Rn) — наименьшая

σ-алгебра подмножеств множества Ω (борелевская σ-алгебра); P — вероятност-

ная мера, определенная на борелевских множествахA.

Для того чтобы определить частицу в такой вероятностной модели, необхо-

димо задать для нее функцию распределения.

2.1.1 Одночастичная функция распределения и ее связь

с макроскопическими величинами

Пусть состояние системы в момент времени t определяется точкой

в 6N-мерном фазовом пространстве, где N — число частиц, а 6 — число па-

раметров у каждой частицы [82]. Поскольку начальное состояние системы,

состоящей из N частиц, неизвестно, то можно определить его вероятностно

как N-частичную функцию распределения. Из условия, что частицы между со-

бой не взаимодействуют, следует, что влияние параметров одной частицы на

параметры другой отсутствует, поэтому можно упростить модель, перейдя от

N-частичной к одночастичной функции распределения f (t, x, v). Такая функция
определяет вероятность нахождения частицы в элементе объема dxdv фазового
пространства R6 (R3 × R3 — декартово произведение пространства координат на

пространство скоростей) в окрестности точки (x, v) в момент времени t [120].
Также одночастичная функция связана с плотностью вероятности обна-

ружения частицы f̃ (t, x, v) в элементе объема dxdv фазового пространства R6
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в окрестности точки (x, v) в момент времени t следующим соотношением:

f (t, x, v) ∼ C(m,N,V) f̃ (t, x, v), (2.2)

где m — масса одной молекулы; N — число молекул; V — элемент объема dx.
В частности, в работе К. Черчиньяни [121] соотношение (2.2) имеет следу-

ющий вид:

f = Nm f̃ . (2.3)

В результате интегрирования f по всему пространству получается, что∫
R6

f dxdv = Nm. (2.4)

Смысл функции f состоит в том, что она есть (ожидаемая) массовая плот-
ность в фазовом пространстве одной частицы.

Несмотря на то, что состояние такой системы отобразить можно кривой

в 6N-мерном фазовом пространстве, с точки зрения исследования динамической

системы в целом или ее части наиболее интересны макроскопические параметры,

такие как плотность, давление, температура. Эти макроскопические парамет-

ры представляют собой качественные характеристики в сравнении с набором

параметров частицы. Поскольку такие параметры являются усредненными, то

эти макроскопические параметры можно получить с помощью одночастичной

функции распределения f , связанной, в частности, с плотностью вероятности f̃
соотношением (2.3). Из условия нормировки f̃ следует, что∫

R6

f̃ dxdv = P(Ω) = 1. (2.5)

С помощью статистического усреднения можно вычислить среднее значе-

ние функции g(x), определенной и интегрируемой в пространстве Rn:

Mg(x) =
∫
Rn

g(x)P(dx). (2.6)

Тогда макроскопические параметры, такие как плотность (2.7), массовая

(гидродинамическая) скорость (2.8), внутренняя энергия единицы массы га-

за (2.9), температура (2.10) и давление (2.11), рассчитываются по следующимфор-

мулам:
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ρ(t, x) =
∫
R3

f dv, (2.7)

v(t, x) =
1
ρ

∫
R3

v f dv, (2.8)

e(t, x) =
1

2ρ

∫
R3

(v − v)2 f dv, (2.9)

T (t, x) =
2

3R
e, (2.10)

p(t, x) =
1
3

∫
R3

(v − v)2 f dv, (2.11)

где R — газовая постоянная.

Из формул (2.7)–(2.11) следует стандартное соотношение Клапейрона-

Менделеева для идеального газа

p = RρT. (2.12)

2.1.2 Граничные условия

Одним из наиболее часто встречающихся типов граничных условий яв-

ляется условие на поверхности раздела газа и твердого тела. В случае, когда

межмолекулярные столкновения редки, течение газа может существенно зависеть

от столкновений частиц с границей [122]. Взаимодействие газа с границей мо-

жет быть различным, например, зеркальное упругое отражение или диффузное

упругое отражение. Кроме того, столкновение с границей может быть неупру-

гим; частица может войти в некоторую полость поверхности и затем выйти оттуда

с энергией, отличной от энергии на входе. Энергия частицы после взаимодействия

с границей может также зависеть от температуры границы.

Пусть граница области ∂G(t, x) задана в пространстве R3 и состоит из ко-

нечного объединения C1-гладких поверхностей (границ) ∂G j(t, x), где j = 1,M.

В работе рассматривается зеркальное упругое отражение частиц газа от абсолют-

но гладкой поверхности. Масса границы условно много больше массы частицы.
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В этом случае, модель взаимодействия газа с движущейся поверхностью имеет

следующий вид (см. рисунок 2.1):

f (t, x, v) = f (t, x, v − 2n(v − u,n)), (2.13)

где v— единичный вектор нормали к поверхности в точке x ∈ ∂G j(t, x) в момент
времени t; u— скорость подвижной границы в момент времени t.

2.1.3 Размерности физических величин

В текущей работе используются безразмерные физические величины. По-

рядок их обезразмеривания разбит на следующие шаги [123]:

1. В качестве первичных величин выбраны параметры частицы: простран-

ство координат (2.14), пространство скоростей (2.15), масса (2.16) и молярная

масса (2.17).

x̃ = x/L (2.14)

ṽ = v/U (2.15)

m̃ = m/M (2.16)

m̃ = m/M (2.17)

2. На следующем шаге обезразмерена газовая постоянная R = </m:

R̃ = R M/R, (2.18)

где R = 8.31446261815324 · 103 Дж/(кмоль · K) — универсальная газовая посто-

янная.

3. Оставшиеся производные величины обезразмерены через первичные

величины. Далее, выполнено обезразмеривание времени (2.19) и плотности рас-

пределения (2.20).
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t̃ = t U/L (2.19)

f̃ = f (L3U/M) (2.20)

И наконец, произведено обезразмеривание макроскопических величин:

плотность (2.21), гидродинамическая скорость (2.22), внутренняя энергия едини-

цы массы газа (2.23), температура (2.24) и давление (2.25).

ρ̃ = ρ(L3/M) (2.21)

ṽ
∗
= v/U (2.22)

ẽ = e/U2 (2.23)

T̃ = TR/(M U2) (2.24)

p̃ = pL3/(MU2) (2.25)

В таблице 2.1 представлены основные физические величины, включая их

характерные масштабы и единицы измерения. Используя представленные резуль-

таты, можно легко получить новые параметры для других физических величин,

которые могут понадобиться в процессе исследования.

2.2 Бессеточный метод Монте-Карло

Рассматриваемый в работе метод Монте-Карло предназначен для модели-

рования течения газа Кнудсена в трехмерной изменяющейся во времени области.

Для моделирования течения газа, состоящего из статистически большого

числа частиц, требуется установить начальные параметры частиц согласно за-

данной функции распределения молекул в фазовом пространстве. Для создания

псевдослучайной последовательности близкой к требуемому закону распределе-

ния используются генераторы псевдослучайных чисел (см. параграф 1.3).
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Таблица 2.1 –– Характерные масштабы обезразмеривания физических величин

и их единицы измерения

Величина
Буквенное

Масштаб
Единицы

обозначение измерения

Координата x L м

Скорость v U м/c

Масса m M кг

Молярная масса m M кг/кмоль

Газовая постоянная R R/M
Дж

кг · К

Время t L/U с

Плотность

распределения
f M/(L3U) кг · с/м4

Плотность ρ M/L3 кг/м3

Гидродинамическая

скорость
v U м/с

Внутренняя энергия

единицы массы газа
e U2 Дж/кг

Температура T U2M/R K

Давление p MU2/L3 кг

м · с2

Динамическая

вязкость
µ MU/L2 кг

м · с

Проницаемость k L2 м2
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Важным преимуществом метода Монте-Карло в сравнении с конечно-

разностными методами является то, что граничные условия формулируются

в терминах описания взаимодействия каждой молекулы с границей. Это при-

водит к простой реализации метода моделирования течения газа в трехмерной

области с подвижными границами. Поскольку частицы газа не сталкиваются

друг с другом, то нет необходимости дополнительно вводить расчетную сетку

(см. параграф 1.3), а вычисление траектории движения каждой частицы с учетом

возможного взаимодействия с границами можно выполнять независимо. Из этого

следует, что метод обладает внутренним параллелизмом.

2.2.1 Расчет траекторий движения частиц с учетом возможного

взаимодействия с подвижными границами

Расчет траектории движения каждой частицы можно производить незави-

симо друг от друга как на всем промежутке времени [0, t∗], так и на одном шаге

по времени ∆t. Был выбран последний вариант, поскольку необходимо сохранять
промежуточные результаты на [0, t∗] как о местоположении частиц, так и о различ-
ных глобальных (макроскопических) параметрах течения газа для дальнейшего

исследования.

Перемещение частицы определяется ее скоростью и установленным шагом

по времени с помощью формулы (2.26).

x(i+1) = x(i) + v∆t, (2.26)

где i — номер итерации; x — пространственные координаты частицы; v — ско-

рость частицы.

Пусть частица на временном шаге ∆t взаимодействует с границами K раз,

тогда шаг ∆t разбивается на (K + 1) полуинтервалов. Пусть для определенности
в моменты времени t1 < t2 < . . . < tk < . . . < tK частица взаимодействует с одной

из границ один раз. Тогда (tK+1 − t0) = ∆t, а расчет траектории движения частицы
вычисляется с помощью следующих формул:

x(i+1) = x(i) +

K∑
k=0

v
(i+1)
k (tk+1 − tk), (2.27)
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v
(i+1)
k =

v
(i), k = 0

v
(i+1)
k−1 − 2n j(k)(v

(i+1)
k−1 − u j(k),n j(k)), k = 1,K

, (2.28)

где vk — скорость частицы после k-го взаимодействия с границей;∑K
k=0 (tk+1 − tk) =

∑K
k=0 ∆tk = ∆t —временной шаг; K —число столкновений части-

цы с границами; u j(k) — скорость j-й границы в момент времени tk на (i + 1)-ом
шаге; n j(k) — нормаль к поверхности j-й границы в точке столкновения в момент

времени tk на (i + 1)-м шаге.

На рисунке 2.1 представлена схема взаимодействия частицы с границей по

закону зеркального отражения.

Осталось определить момент времени столкновения частицы с границей,

что приводит к задаче поиска пересечения траекторий движения частицы и гра-

ницы.

Как уже было сказано в параграфе 1.2, граница всей области состоит из на-

бора гладких поверхностей (границ). В общем случае каждая такая поверхность

определяется уравнением 2-го порядка в трехмерном пространстве [124]:

S (x1, x2, x3) = Ax2
1 + Ex2

2 + Hx2
3 + Bx1x2 + Fx2x3 +Cx1x3+

+ Dx1 +Gx2 + Ix3 + J = 0.
(2.29)

Коэффициенты этой поверхности получены из матричной формы:


x1

x2

x3

1


T 

A B/2 C/2 D/2
B/2 E F/2 G/2
C/2 F/2 H I/2
D/2 G/2 I/2 J



x1

x2

x3

1

 = 0. (2.30)

Каждая такая граница может двигаться в пространстве. Движение грани-

цы на всем промежутке времени [0, t∗] можно описать непрерывной кусочно-

линейной функцией при условии, что скорость границы изменяется только в узлах

временной сетки.

При переходе в систему координат, где выбранная граница становится непо-

движной в течение временного шага ∆t, и подстановке уравнения траектории

движения частицы (2.26) в переменные x1, x2, x3 полученного уравнения границы

получается квадратное уравнение относительно переменной t:

at2 + bt + c = 0, (2.31)
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Рисунок 2.1 –– Схема взаимодействия частицы с границей по закону зеркально-

го отражения: vk−1 — скорость частицы до столкновения; vk — скорость частицы

после k-го столкновения с границей; n— единичная нормаль к поверхности гра-

ницы в точке столкновения частицы с границей

а его параметры a, b, c соответственно равняются

a = Av2
1 + Ev2

2 + Hv2
3 + Bv1v2 +Cv1v3 + Fv2v3;

b = v1(2Ax1 + Bx2 +Cx3 + D) + v2(Bx1 + 2Ex2 + Fx3 +G)+

+ v3(Cx1 + Fx2 + 2Hx3 + I);

c = Ax2
1 + Ex2

2 + Hx2
3 + Bx1x2 +Cx1x3 + Fx2x3+

+ Dx1 +Gx2 + Ix3 + J.

Среди возможных решений этого квадратного уравнения выбирается наи-

меньшее на временном промежутке [0,∆t], иначе точка пересечения траектории
движения частицы и границы не найдена.

2.2.2 Статистические оценки макроскопических параметров

Пусть при моделировании некоторого процесса течения газа условно фик-

сируется некоторая ограниченная подобласть, сквозь которую могут проходить

частицы. На рисунке 2.2 представлен пример такой подобласти, который далее

будет называться элементарной областью. Пусть в определенный момент време-

ни t в этой элементарной области D (прямоугольный параллелепипед размером h)

будет содержаться определенное количество частиц L, которые выделены серым

цветом. Частицы, расположенные вне области, обозначены черным цветом.
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Рисунок 2.2 –– Схема расположения частиц и элементарной области

При описании математической модели в пункте 2.1.1 макроскопические па-

раметры рассматривались как интегральные характеристики средних величин.

Известно, что моделирование течения газа методом Монте-Карло осуществля-

ется конечным числом частиц N. Тогда, при переходе от непрерывных величин

к дискретным, интегралы, вычисляющие значения макроскопических парамет-

ров, следует заменить конечными суммами. Для этих целей вводятся статистиче-

ские оценки, позволяющие приближенно вычислить значения макроскопических

величин в точке. Эти статистические оценки макроскопических величин вычис-

ляются с помощью локальных параметров частиц, принадлежащих элементарной

области, по следующим формулам:

ρ̂(t, x) =
1

NV

∑
j| j∈[0,N),x j∈D(x,h)

m j, (2.32)

v̂(t, x) �

 1/(ρ̂NV)
∑

j| j∈[0,N),x j∈D(x,h)
v jm j, ρ̂ > 0

0, ρ̂ = 0
, (2.33)

ê(t, x) =
1

2(N − 1)

3∑
i=1

 ∑
j| j∈[0,N),x j∈D(x,h)

(v j
i )

2 −
1
N

 ∑
j| j∈[0,N),x j∈D(x,h)

v j
i


2 , (2.34)

T̂ (t, x) =
2

3R
ê, (2.35)

p̂(t, x) =
2
3
ρ̂ê, (2.36)

где V — объем элементарной области; D(x,h) — элементарная область

размером h; m j — масса j-й частицы; v j
i — i-я компонента скорости j-й частицы;

R — газовая постоянная.
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2.2.3 Оценка погрешностей

Непрерывная функция распределения молекул в фазовом пространстве опи-

сывает бесконечное множество возможных значений параметров частиц. Замена

такой функции дискретным набором параметров частиц может приводить к зна-

чительному статистическому разбросу.

Основной характеристикой сходимости любого численного метода является

скорость. С одной стороны, скорость сходимости метода Монте-Карло зависит от

числа частиц, участвующих в вычислительном эксперименте, а с другой стороны,

от усредненных величин, полученных при определенном числе испытаний.

Оценка погрешностей при моделировании независимых испытаний.

Одно из главных преимуществ стохастических расчетных методов связано с тем,

что можно оценить статистическую ошибку, т.е. в ходе расчета можно вычислить

не только средние значения, но и дисперсию.

Пусть ξ = ξ(ω)—интегрируемая случайная величина. Пусть функция ξ(ω)
отображает множество Ω на множество всех действительных чисел R1. Тогда ма-

тематическое ожидание Mξ и дисперсия Dξ случайной величины ξ определяется

формулами (2.37) и (2.38) соответственно [119; 125].

Mξ =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω) =
∫
R1

xdFξ(x), (2.37)

где P(dω) — вероятность того, что величина ω определена на интервале dω;

Fξ(x) = P{ξ(ω) < x} =
x∫
−∞

fξ(t)dt — функция плотности распределения случай-

ной величины ξ в точке x; fξ(t) —плотность распределения случайной величины.

Dξ =

∫
R1

[x − Mξ]2dFξ(x) = Mξ2 − (Mξ)2 (2.38)

Доверительный интервал (Mξ − δ,Mξ + δ), в котором находится истинное

значение ξ̃ случайной величины ξ с заданной вероятностью P, определяется сле-
дующим образом [126]:

P


∣∣∣∣∣∣∣1n

n∑
i=1

ξi − Mξ

∣∣∣∣∣∣∣ 6 αs
√

n

 = Φ(α), (2.39)
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где ξi — неизвестная величина, полученная в результате i-го испытания;

n — число независимых испытаний; s =
√

Dξ — среднеквадратичное откло-

нение; Φ(α) =

√
2
π

α∫
0

e−t2/2dt — функция Лапласа.

Правило трех сигм. Доверительный интервал (〈µ〉 − 3σ, 〈µ〉 + 3σ), в кото-
ром находится истинное значение µ случайной величины ξ, распределенной по

нормальному закону, с заданной вероятностью P, определяется следующим обра-
зом [127]:

P


∣∣∣∣∣∣∣1n

n∑
i=1

xi − 〈µ〉

∣∣∣∣∣∣∣ 6 3ŝ
√

n

 ≈ 0.9973, (2.40)

〈µ〉 = 〈x〉 =
1
n

n∑
i=1

xi, (2.41)

ŝ2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − 〈x〉)2 , (2.42)

где 〈µ〉 — математическое ожидание Mξ; n — число независимых испытаний;

xi — неизвестные величины, полученные в результате испытаний; ŝ — несме-

щенная оценка дисперсии Dξ.

Таким образом, можно утверждать, что случайная величина ξ не отклонит-

ся от математического ожидания 〈µ〉 по абсолютной величине больше чем на 3σ
(σ = ŝ/

√
n) с вероятностью 0.9973.

Одним из недостатков метода Монте-Карло является то, что статистическая

погрешность уменьшается очень медленно по сравнению с другими численными

методами [128; 129].

Статистическая флуктуация. Другим способом оценки погрешности ко-

лебаний макроскопических параметров служит статистическая флуктуация [54].

Порядок убывания погрешности величины, зависящей от числа частиц, можно

оценить с помощью относительной флуктуации, которая определяется следую-

щим выражением: √
〈(∆F)2〉

〈F〉
∼

1
√

L
, (2.43)

где (∆F)2 = 〈F2〉 − 〈F〉2 — средняя квадратичная флуктуация; F — статистическая

оценка макроскопической величины; L —число частиц в выделенной подобласти

(элементе объема dx).
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Сравнение численного решения с аналитическим. В случае, если для за-

дачи существует аналитическое решение, точность численного решения можно

оценить с помощью максимальных абсолютной ∆F и относительной δF погреш-

ностей:

∆F = max
t
|Fnum − Fan| δF =

∆F

|Fan|
· 100%, (2.44)

где Fnum — численное значение; Fan — аналитическое значение; t ∈ [0, t∗] — вре-

менной отрезок.

Для корректного сравнения аналитического решения с результатами, полу-

ченными при численном исследовании движения частиц в трехмерном простран-

стве, необходимо брать число степеней свободы равным трем.

2.3 Выводы по главе

Разработан и описан методМонте-Карло, позволяющий моделировать тече-

ние газа Кнудсена, в основе которого лежит расчет траекторий движения частиц

с учетом возможного их взаимодействия с подвижными границами.

Общее правило оценки точности полученных результатов таково: стан-

дартное отклонение примерно обратно пропорционально квадратному корню из

полного объема выборки. Получается, что разброс величин, полученных в резуль-

тате численного моделирования, определяется только полным объемом выборки

и не зависит от того, получены ли они в 100 испытаниях с 10 молекулами в экс-

перименте, или в 10 испытаниях со 100 молекулами. Это дает уверенность, что

уменьшение числа частиц не приведет к систематическим изменениям или неста-

бильности в течении. Тем не менее, в процессе исследования следует обращать

внимание на порядок убывания погрешности физических величин в зависимости

от числа молекул.

Одним из важных аспектов исследования динамической системы являет-

ся предсказание эволюции изучаемого процесса с течением времени на основе

знаний о его начальном состоянии. С появлением границ резко возрастает слож-

ность отыскания аналитического решения такого сорта задач. Решение проблемы
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заключается в разработке программного обеспечения, которое позволит модели-

ровать изменение плотности распределения (с помощью конечного числа частиц)

с течением времени в области с подвижными границами.
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Глава 3. Предметно-ориентированный комплекс программ «Midges» и его

тестирование

Описанная в предыдущей главе модель идеального бесстолкновительно-

го газа в изменяющейся во времени области реализована в виде комплекса

программ с условным названием «Midges». Данный комплекс программ разра-

батывался автором с учетом поставленных задач для высокопроизводительных

вычислительных систем. Получены свидетельства о государственной регистра-

ции программ для ЭВМ [19; 20].

В этой главе представлено описание схемы работы и алгоритмов комплекса

программ. Выполнено тестирование комплекса программ на задаче о столкнове-

нии встречных пучков газа, имеющей аналитическое решение.

Материалы главы нашли отражение в работах [4; 5].

3.1 Реализация модели идеального бесстолкновительного газа в виде

комплекса программ

Первоначально программный комплекс разрабатывался автором диссерта-

ции для проведения широкого круга исследований течения кнудсеновского газа

в переменной во времени области (см. приложение Б). Ввиду низкой производи-

тельности программного комплекса, автором было принято решение, связанное

с разработкой комплекса программ под конкретную задачу c применением раз-

личных оптимизаций, описанных в пункт 3.1.2. Это привело к модификации

алгоритмов и позволило в конечном итоге существенно повысить производитель-

ность программ, связанных с расчетом траекторий движения частиц.

3.1.1 Структура комплекса программ

На рисунке 3.1 представлена общая схема работы комплекса программ [97].
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Рисунок 3.1 –– Общая схема работы комплекса программ

Под инициализацией общих параметров подразумевается установка кон-

стантных значений, таких как, общее время t∗, шаг по времени ∆t, число ча-

стиц N и др.

Под заданием начального состояния модели подразумевается инициали-

зация параметров частиц с помощью генератора псевдослучайных чисел, границ

и элементарных областей. В качестве генератора псевдослучайных чисел был вы-

бран вихрь Мерсенна [104]. Этот генератор имеет большой период (2199372 − 1)
и проверен с помощью наборов статистических тестов, определяющих меры бли-

зости полученной псевдослучайной последовательности к случайной.

После этого выполняется циклический процесс, состоящий из следую-

щих этапов:

1. Вычисление траекторий частиц с учетом возможного взаимодействия

с подвижными границами за временной шаг.

2. Вычисление нового местоположения для каждой границы в требуе-

мый момент времени t.
3. Накопление суммпараметров частиц (общаямасса, сумма компонентов

скоростей и квадратов скоростей), принадлежащих элементарной обла-

сти в момент времени t. С помощью этих сумм вычисляются статистиче-

ские оценки макроскопических параметров по формулам (2.32)–(2.36).
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Рисунок 3.2 –– Схема сохранения данных на жесткий диск: желтым цветом— мо-

менты времени сохранения фазового пространства; зеленым цветом — моменты

времени сохранения статистических данных

4. Сохранение промежуточных данных включает сохранение фазового

пространства и сумм параметров частиц через различные промежут-

ки времени (см. рисунок 3.2), которые потом используются на этапе

обработки данных для визуализации течения газа и вычисления стати-

стических оценок макроскопических параметров соответственно. Также

данные о фазовом пространстве могут использоваться для продолжения

вычислительного эксперимента, если необходимо, или, например, в слу-

чае аварийного завершения работы.

Повторение этих этапов продолжается до тех пор, пока не будет выполнено

условие (t > t∗), сравнивающее время жизни частиц t, участвующих в экспери-
менте, с предельным временем t∗, или пока не будет прервана работа программы.

Расчет ранее описанных этапов может выполняться несколькими програм-

мами. В этом случае каждая программа также выполняет перечисленные этапы,

но работает со своим блоком частиц, участвующих в эксперименте, независи-

мо. Исходный массив частиц разбивается на блоки. Каждая программа работает

независимо и рассчитывает траектории только для своих блоков, накапливая сум-

мы параметров частиц и записывая результаты в файлы. Расчет статистических

оценок макроскопических параметров происходит отдельной программой после

успешного выполнения расчетов траекторий частиц для всех блоков.

Последний этап (обработка данных) включает набор программ, которые

используются по мере необходимости для следующих целей:

1. Расчет статистических оценок макроскопических параметров. Раз-

работана программа, которая вычисляет статистические оценки с помо-

щью накопленных сумм параметров частиц для одного, нескольких или

всех блоков сразу. Это может быть полезно тогда, когда необходимо оце-

нить погрешность полученных результатов при различном числе частиц.
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2. Визуализация процесса течения газа. Реализована программа, которая

с помощью графической библиотеки «Mesa 3D», предоставляющая API

OpenGL, отображает на экране частицы, границы, элементарные обла-

сти и другую дополнительную информацию, например, время. Также

программа позволяет сохранять результаты в виде набора изображе-

ний в формате PNG, из которых при необходимости можно создать

анимацию. Визуализация распределений статистических оценок макро-

скопических параметров выполняется с помощью сторонней программы

TecPlot, для которой подготовка данных выполняется отдельной про-

граммой.

3. Построение графиков зависимости статистических оценок макроско-

пических параметров от времени. Если существует точное решение,

дополнительно рассчитываются максимальные и относительные по-

грешности по формулам (2.44).

Исходный код комплекса программ написан на языке Си с применением

математической библиотеки Intel Math Kernel Library (Intel MKL) для генера-

ции псевдослучайной последовательности чисел, например, с помощью вихря

Мерсенна. Исключениями являются программы (скрипты), предназначенные для

построения графиков и реализованные на языке Python. Мотивацией выбора

этого языка послужило удобство работы с разными типами данных, огромное

количество готовых модулей. С помощью модулей решаются такие задачи, как

построение графиков и символьные вычисления, которые используются для по-

лучения точного решения при вычислении интегралов.

Описание типичной организации файлов комплекса программ в файловой

системе подробно представлено в приложении А.

Реализация указанных схем и структур в виде комплекса программ позво-

ляет преодолеть ряд проблем. Во-первых, можно запускать множество программ

для расчета траекторий движения частиц параллельно. В случае сбоя работы

нескольких программ, требуется заново проводить расчет не всей задачи, а лишь

вышедшей из строя части программ, участвующих в расчетах. При длительных

вычислениях предусмотрены записи промежуточных состояний моделируемо-

го процесса. Это позволяет продолжить расчет траекторий частиц с последней

удачной записи. Во-вторых, если необходимо повысить точность статистических

оценок, то можно увеличить число частиц, используя результаты из текущего

эксперимента. Для этого необходимо выполнить основные этапы, запустив на рас-
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четы программы, для новых дополнительных блоков с частицами и пересчитать

статистические оценки. В-третьих, появляется возможность распределять на-

грузку между процессорами, параметры которых могут существенно отличаться:

частота работы, время выполнения системных команд или число ядер; поскольку

одним из важных критериев эффективного использования сложной вычислитель-

ной системы при моделировании течения газа является то, насколько равномерно

будет распределена нагрузка между процессорами и их ядрами.

3.1.2 Оптимизация программного кода

При моделировании нестационарного течения газа Кнудсена в области с по-

движными и неподвижными границами требуется провести огромный объем

вычислений, связанных с расчетом траекторий движения статистически большо-

го числа частиц, с вычислением различных параметров течения газа, включая их

сравнение, с визуализацией полученных результатов и прочее. Тем не менее, не

стоит бросаться в крайности и оптимизировать все подряд, важно понимать, что

действительно необходимо оптимизировать, а что нет.

Важный шаг, на который следует обратить внимание, насколько хорошо вы-

числительный алгоритм, реализованный на языке высокого уровня, учитывает

архитектуру и возможности вычислительного устройства [114]. К сожалению, не

следует полагаться на то, что компилятор выполнит всю работу по оптимизации

программного кода самостоятельно. Рекомендуется выполнять оптимизации на

системном уровне, избегая ассемблерных вставок в программном коде.

Простой и надежный подход, использованный при разработке программно-

го кода, с точки зрения автора диссертации, заключается в том, что на начальном

этапе следует оценить реальную производительность программы при выполне-

нии простого блока вычислений над данными требуемой задачи. С усложнением

программного кода за счет введения новых арифметико-логических конструкций

и данных в подавляющем большинстве случаев производительность программы

будет падать. Таким образом, основная задача заключается в сохранении первона-

чальной высокой производительности, которую достичь на практике крайне труд-

но.
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Существенным фактором в достижении нужного результата является под-

борка инструментов, связанных с профилировкой и отладкой программного кода.

С их помощью можно существенно ускорить процесс разработки программ,

качественно и количественно оценить полученные результаты оптимизации. В ка-

честве инструментария для анализа и оценки производительности программ

использовались:

1. Компилятор Intel icc с различными ключами оптимизации, в том числе

с помощью которых можно получить результаты о векторизации вычис-

лений в виде отчетов, а также посмотреть промежуточную реализацию

объектного кода на низкоуровневом языке (ассемблерный код).

2. Инструментально-программное средство Valgrind, применяемое для об-

наружения ошибок при работе с памятью.

3. Профилировщик Intel VTune Amplifier, предназначенный для сбора

и анализа данных на системном уровне о производительности программ.

Для расчета траекторий движения статистически большого числа частиц, ко-

торые не взаимодействуют друг с другом, но могут сталкиваться с границами,

необходимо провести огромный объем однотипных вычислений. Расчет каждой

траектории частицыможет выполняться независимо, но требуется синхронизация

через установленный шаг ∆t для вычисления статистических оценок макроско-
пических величин в определенные моменты времени t. Оптимальным решением

будет накапливать отдельно суммы параметров частиц для каждого блока частиц,

расчет траекторий которых производится отдельной программой. Вычисление

статистических оценок макроскопических величин также выполняется отдельной

программой. Это позволяет уменьшить число синхронизаций и повысить произ-

водительность программ.

С другой стороны, возникает задача рациональной декомпозиции данных

при численном моделировании течения газа на высокопроизводительных вы-

числительных системах [118; 130]. Следует учитывать, что производительность

программы будет существенно зависеть от объема и скорости перемещаемых дан-

ных, а также от структуры и организации памяти в вычислительной системе [114].

В разработанном комплексе программ применяется многоуровневая деком-

позиция и выравнивание данных. Во-первых, N частиц, участвующих в вычис-

лительном эксперименте, разбиваются на блоки размером ngrNgr. В свою очередь,

каждый блок делится на ngr групп, где в каждой группе по Ngr частиц. Наконец, так

как каждая частица состоит из 6 параметров (3 координаты и 3 компоненты ско-



47

Рисунок 3.3 –– Схема расчета траектории движения частиц с учетом их возмож-

ного взаимодействия с подвижными границами

рости), то данные группируются по параметрам частиц в массивы размерами Ngr.

Такая многоуровневая структура данных позволяет минимизировать число задер-

жек, вызванных перемещением данных, и уменьшить число кэш-промахов.

К ключевым аспектам эффективного использования современных цен-

тральных процессоров следует отнести векторизацию вычислений [131].

Использование векторизации при расчетах траекторий движения частиц поз-

воляет выполнять несколько операций за такт при условии объединения данных

в массивы частиц по некоторому параметру. При этом возникает следующая про-

блема: каждая частица, движущаяся в пространстве с определенной скоростью, за

интервал времени ∆t может столкнуться несколько раз с различными границами.
На рисунке 3.3 представлена схема расчета траекторий движения частиц

с учетом их возможного взаимодействия с подвижными границами. Такая схема

позволяет ускорить расчеты за счет векторизации вычислений. Расчет траекто-

рий Ngr частиц начинается с установки оставшегося времени ∆ti для каждой
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i-й частицы равный ∆t. Далее выполняется поиск точек пересечения траектории
движения каждой частицы с границами и вычисление времени столкновения по

формуле (2.31). При этом выбирается минимальное время ti, которое дополни-
тельно должно принадлежать интервалу времени (0,∆ti), и запоминается номер

отражающей границы для каждой частицы. Следует отметить, что если часть

коэффициентов уравнения границы, определяемой формулой (2.29), равняется

нулю, то в некоторых случаях, отбросив нулевые коэффициенты, можно получить

более простые варианты решений уравнения. Это позволяет уменьшить объем вы-

числений. После это осуществляется сортировка частиц в зависимости от того,

с каким типом границ они столкнулись. Границы условно делятся на плоскости,

сферы и т.д. для того, чтобы не тратить вычислительные ресурсы для расчета

нулевых коэффициентов (см. пункт 2.2.1). Хотя саму сортировку векторизовать

невозможно, но за счет перестановки данных можно уменьшить число расчетов,

переставляя в конец те частицы в группе, которые на оставшемся временномшаге

∆ti не взаимодействуют с границами. Если существуют частицы, которые пересек-
лись с границами согласно заданным критериям, то происходит корректировка их

параметров. Частицы перемещаются в точки столкновений и для них вычисляют-

ся новые скорости, значения которых дополнительно зависят от номеров границ,

с которыми они взаимодействуют. После этого происходит корректировка остав-

шегося времени∆ti. Благодаря выполненной сортировке последовательность этих
операций также векторизуется. Для оставшихся частиц повторяются операции,

начиная с поиска точки пересечения. Если ни одна частица не столкнулась с гра-

ницей, то выполняется их перемещение в новые местоположения.

Известно, что операции деления и извлечения корня требуют для их вы-

полнения в десятки раз больше тактов ядра процессора, чем операции сложения

(вычитания) и умножения, которые выполняются за несколько тактов [132]. В цик-

лах «медленные» операции, стоящие перед условиями оператора ветвления, если

возможно, переносятся внутрь редко выполняющихся ветвей этого оператора

ветвления. Для этого приходится модифицировать эти условия эквивалентными

преобразованиями с помощью дополнительных операций сложения и умножения.

Это приводит к уменьшению времени работы и росту производительности ком-

плекса программ.

Для быстрого извлечения обратного квадратного корня, который использу-

ется при нормализации векторов, применяется решение, предложенное в [133].

Суть этого решения заключается в замене «медленных» операций набором «быст-
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Рисунок 3.4 –– Иллюстрация, поясняющая корректировку траектории движения

частицы при взаимодействии с границей с помощью поправочного коэффициен-

та δmt: черная линия — траектория движения частицы до столкновения; синий

пунктир — траектория движения частицы без корректировки; зеленая линия —

траектория движения частицы с учетом корректировки с помощью поправочного

коэффициента

рых». Для этого требуется выполнить следующую последовательность действий:

после преобразования числа с плавающей точкой в целочисленное выполняются

операции вычитания и битового сдвига, затем после обратного преобразования

производится аппроксимация числа с плавающей точкой методом Ньютона.

Пусть по формулам (2.27)–(2.31) найдена точка пересечения траекторий

движения частицы и границы [35; 124]. В результате расчетов может случиться

так, что эта точка окажется по другую сторону полупространства, ограниченного

поверхностью, из-за вычислительной погрешности. Это приведет к повторному

отражению и неверной траектории движения частицы (см. рисунок 3.4). Реше-

ние заключается в добавлении поправочного коэффициента δmt, который будет

сдвигать частицу по ее траектории назад на эту величину (смещение выделено

красным цветом).

Пусть пористая среда состоит из неподвижных сфер (границ), расположен-

ных в узлах кубической сетки. На рисунке 3.5 представлена ячейка, принадле-

жащая такой сетке. Тогда, если за временной шаг частица пролетает расстояние

меньше половины длины ячейки, можно утверждать, что частица может взаи-

модействовать только с одной из 8 сфер, центры которых расположены в узлах

ячейки. Это приводит к уменьшению числа границ, от которых частица может

отразиться, и существенному увеличению скорости расчетов траекторий движе-

ния частиц.
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Рисунок 3.5 –– Ячейка кубической сетки пористой среды

3.2 Тестовая задача о моделировании движения встречных пучков газа

3.2.1 Описание математической модели и постановка вычислительной

задачи

Рассматривается модель движущихся навстречу друг другу двух групп ча-

стиц: 
∂

∂t
f {1}(t, x) + v{1}

∂

∂x
f {1}(t, x) = 0

∂

∂t
f {2}(t, x) + v{2}

∂

∂x
f {2}(t, x) = 0

. (3.1)

Функция распределения двух групп молекул определяется следующей системой: f {1}(t, x) = ρ0(1 − θ(x − v{1}t))
f {2}(t, x) = ρ0θ(x − v{2}t)

, (3.2)

где ρ0 = const > 0 — начальная плотность; θ(x) — функция Хевисайда;

v{1} = v0 > 0 — скорость 1-й группы частиц; v{2} = −v0 6 0 — скорость 2-й груп-

пы частицы.

Для такой задачи существует аналитическое решение, которое представлено

в [120] и имеет следующий вид:

v1(t, x) =


0, |x| 6 v0t
−v0, x > v0t
v0, x < −v0t

, (3.3)
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Рисунок 3.6 –– Вычислительная схема

ρ(t, x) =

 2ρ0, |x| 6 v0t
ρ0, |x| > v0t

, (3.4)

T (t, x) =

 v2
0/(3R), |x| 6 v0t

0, |x| > v0t
. (3.5)

На рисунке 3.6 представлена вычислительная схема. Начальное место-

положение частиц определяется случайным образом с равномерным законом

распределения на интервале (−5; 5). Модуль скорости частиц равен 1, направление
движения определяется по формуле (3.2). Элементарная область устанавливает-

ся в центре, ее объем равен 1. Вычисление нового местоположения i-й частицы
определяется формулой (2.26). Для данной задачи установка границ и граничных

условий не требуется. Размер элементарного объема ∆x выбран из условия:

∆x > |v0|∆t, (3.6)

где |v0|∆t — расстояние, которое преодолевает частица за один временной шаг.

3.2.2 Моделирование и анализ результатов

На рисунках 3.7 и 3.8 представлены сравнения результатов численного мо-

делирования с аналитическим решением. Из графиков видно, что статистические

оценки макроскопических параметров газа с увеличением числа частиц N при-

ближаются к их аналитическим значениям (скорость v0 = 1, плотность ρ0 = 0.1
и температура T ≈ 0.0400908).

В таблицах 3.1 и 3.2 представлены погрешности статистических оценок

макроскопических параметров, полученных в результате моделирования при

различном числе частиц N и испытаний n. Строки в таблицах сгруппирова-

ны так, чтобы произведение величин N · n было постоянным, и отсортированы
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Рисунок 3.7 –– Графики изменения аналитического решения Fan и статистических

оценок макроскопических параметров Fnum при различном числе частиц в экспе-

рименте N в зависимости от времени t
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Рисунок 3.8 –– Графики изменения аналитического решения Fan, статистических

оценок макроскопических параметров 〈F〉 и верхней границы доверительного

интервала 〈F〉+3σ при различном числе испытаний n в зависимости от времени t:
слева—N = 104; справа — N = 105
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Таблица 3.1 –– Оценка максимальной относительной погрешности δF стати-

стических оценок макроскопических величин при различном числе частиц N
и испытаний n

N n δρ δT δp

104 102 2.28 · 10−1 1.47 · 10−2 2.24 · 10−1

106 1 2.29 · 10−1 1.96 · 10−3 2.28 · 10−1

105 102 1.77 · 10−1 3.33 · 10−3 1.77 · 10−1

107 1 1.77 · 10−1 9.20 · 10−5 1.77 · 10−1

104 104 5.06 · 10−2 2.58 · 10−3 4.88 · 10−2

106 102 5.06 · 10−2 1.59 · 10−4 5.05 · 10−2

108 1 5.06 · 10−2 1.74 · 10−5 5.06 · 10−2

105 104 1.60 · 10−2 1.88 · 10−4 1.60 · 10−2

107 102 1.60 · 10−2 3.19 · 10−5 1.60 · 10−2

109 1 1.60 · 10−2 2.93 · 10−6 1.60 · 10−2

в порядке убывания погрешностей. Анализ данных в таблицах показывает, что

с увеличением числа частиц порядок погрешностей статистических оценок мак-

роскопических параметров уменьшается согласно выражению (2.43). Для того

чтобы уменьшить погрешность статистических оценок макроскопических ве-

личин на порядок, необходимо увеличить число частиц в эксперименте или

независимых испытаний на два порядка.

На рисунке 3.8 помимо точного решения Fan также отображены ма-

тематические ожидания величин 〈F〉 и верхние границы доверительных

интервалов 〈F〉 + 3σ при различном числе частиц N и испытаний n. Из гра-

фиков видно, что с увеличением числа испытаний отклонение верхней границы

доверительного интервала (пунктирная линия) от точного решения F уменьша-

ется. При этом точное решение не превышает верхних границ доверительных

интервалов. В тоже время, средние величины 〈F〉 с ростом числа испытаний n
также стремят к точному решению Fan. Оценка значения максимальной вели-

чины σ представлена в таблице 3.3. При сравнении полученных значений σ со

значениями ∆F , взятых из таблицы 3.2, видно, что порядок погрешностей при

фиксированном параметре n · N одинаковый.



55

Таблица 3.2 –– Оценка максимальной абсолютной погрешности ∆F статисти-

ческих оценок макроскопических величин при различном числе частиц N
и испытаний n

N n ∆v1 ∆ρ ∆T ∆p

104 102 5.21 · 10−3 4.57 · 10−4 5.88 · 10−6 1.49 · 10−4

106 1 5.22 · 10−3 4.57 · 10−4 7.87 · 10−7 1.52 · 10−4

105 102 1.30 · 10−3 3.53 · 10−4 1.33 · 10−6 1.18 · 10−4

107 1 1.31 · 10−3 3.53 · 10−4 3.69 · 10−8 1.18 · 10−4

104 104 4.75 · 10−4 1.01 · 10−4 1.03 · 10−6 3.25 · 10−5

106 102 4.75 · 10−4 1.01 · 10−4 6.38 · 10−8 3.37 · 10−5

108 1 4.74 · 10−4 1.01 · 10−4 6.99 · 10−9 3.37 · 10−5

105 104 1.85 · 10−4 3.20 · 10−5 7.52 · 10−8 1.06 · 10−5

107 102 1.85 · 10−4 3.20 · 10−5 1.28 · 10−8 1.07 · 10−5

109 1 1.85 · 10−4 3.20 · 10−5 1.17 · 10−9 1.07 · 10−5

Таблица 3.3 –– Оценка максимальной величины σF при различном числе частиц N
и испытаний n

N n σv1 σρ σT σp

104 102 3.39 · 10−3 4.56 · 10−4 5.47 · 10−6 1.52 · 10−4

105 102 1.15 · 10−3 1.45 · 10−4 7.94 · 10−7 4.83 · 10−5

104 104 3.20 · 10−4 4.10 · 10−5 5.85 · 10−7 1.36 · 10−5

106 102 3.31 · 10−4 4.74 · 10−5 5.95 · 10−8 1.58 · 10−5

105 104 1.01 · 10−4 1.28 · 10−5 5.71 · 10−8 4.27 · 10−6

107 102 1.02 · 10−4 1.49 · 10−5 5.53 · 10−9 4.98 · 10−6
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Таблица 3.4 –– Структура кэш-памяти процессора Intel Xeon E5-2690 V2

level type coherency number ways of size, KB

line size of sets associativity

1 data 64 64 8 32
1 instruction 64 64 8 32
2 unified 64 512 8 256
3 unified 64 20480 20 25600

Ввиду того, что в разработанном комплексе программ значительное вре-

мя занимает расчет основных этапов, связанных с вычислением траекторий

движения частиц и накоплением сумм параметров частиц, по сравнению с об-

работкой данных, то оценка производительности Rtask выполнялась именно для

этого блока операций, включая установление начального состояния и сохранение

промежуточных результатов. Сбор и анализ данных о производительности по-

следовательных и параллельных программ выполнялся с помощью приложения

Intel VTuneAmplifier XE, которое позволяет считывать значения аппаратных счет-

чиков вычислительного устройства. Расчеты производились на процессоре Intel

Xeon E5-2690 V2 с пиковой производительностью Rpeak равной 240 GFlops DP

для 10 ядер.

Анализ структуры кэш-памяти процессора, представленной в таблице 3.4,

указывает на то, что используемые в расчетах данные предпочтительнее группи-

ровать в блоки размером по 4 KB (64 ·64 B) для уменьшения числа кэш-промахов.
Это подтверждается результатами, представленными на рисунке 3.9. Были про-

ведены серии вычислительных тестов при шаге по времени ∆t = 0.001, числе
итераций 5000, различном числе частиц в группе Ngr и количестве групп ngr,

при условии, что общая величина частиц Ngr · ngr для всех испытаний постоян-

на и равна 217. На рисунке 3.9 представлена диаграмма, на которой синим цветом

обозначено затраченное время на расчеты (левая шкала), зеленным цветом выде-

лена производительность программы (правая шкала), черным цветом — процент

от пиковой производительности в пересчете на одно ядро (левая шкала).

В таблице 3.5 представлены результаты работы разных версий программы

при следующих параметрах: шаг по времени ∆t = 0.001, число итераций 5000,

число частиц N = Ngr · ngr = 29 · 28 = 217 на ядро. Последний столбец показывает
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Рисунок 3.9 –– Диаграмма зависимости времени работы t и производительности
программы Rtask от числа частиц в группе Ngr и количества групп ngr в одном экс-

перименте на процессоре Intel XEON E5-2690 V2

Таблица 3.5 –– Оценка производительности различных версий программы на про-

цессоре Intel Xeon E5-2690 V2

Версия программы Число ядер t, c. Rtask, GFlops Rtask/Rpeak, %

Невекторизованная 1 173.349 0.631 2.63
Автовекторизованная 1 53.117 2.014 8.39
Векторизованная 1 17.173 11.717 48.82

Векторизованная с исп. 10 31.945 69.453 28.93
технологии OpenMP
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процент производительности программы от пиковой в пересчете на ядро. По-

скольку структура комплекса программ устроена таким образом, что можно запус-

кать программы, связанные с расчетом траекторий движения частиц, независимо

друг от друга, а статистические оценки макроскопических параметров вычислять

после, то при увеличении числа программ (до 10) производительность первых

трех версий программ не изменится. В невекторизованной версии программы

выполнены декомпозиция и выравнивание данных. Автовекторизованная версия

в отличии от невекторизованной скомпилирована с использованием дополни-

тельных ключей, позволяющих выполнить автовекторизацию и дополнительную

оптимизацию программного кода с помощью компилятора. В векторизованной

версии по мере возможности использованы оптимизации, описанные в парагра-

фе 3.1.2, дополнительно расставлены директивы препроцессора и выполнены

перестановки некоторых операций внутри циклов. Самой быстрой и эффектив-

ной оказалась векторизованная версия без использования технологии OpenMP.

Результаты показали почти 49% от пиковой производительности. Использование

технологииOpenMPпривело к замедлениюболее чем в 1.5 раза, это связано с ожи-

данием и синхронизацией работы потоков.

3.3 Выводы по главе

Создан и отлажен комплекс программ, позволяющий моделировать дви-

жение частиц идеального газа в трехмерной области с подвижными границами

методом Монте-Карло. Подробно представлено описание схемы работы ком-

плекса проблемно-ориентированных программ, включая различные оптимизации

программного кода. Выполнена верификация комплекса программ на тестовой

задаче, имеющей аналитическое решение. Показано, что с увеличением числа

частиц в испытании и/или количества испытаний с последующим усреднением

статистические оценки макроскопических параметров приближаются к аналити-

ческим решениям. Для тестовой задачи о столкновении встречных пучков газа

с применением декомпозиции данных и векторизации вычислений была достиг-

нута производительность, равная 49% от пиковой.
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Глава 4. Моделирование адиабатического сжатия газа Кнудсена

в изменяющейся во времени области

Исследование динамических систем c изменяющейся во времени обла-

стью, т.е. областью, имеющей подвижные границы, является актуальной задачей

в современных разделах естествознания (см. параграф 1.1). Выявление специфи-

ческих особенностей при исследовании течения газа Кнудсена в такой области

может осложняться тем, что частицы газа могут многократно отражаться от дви-

жущейся поверхности. Исследуемые течения газа в таком классе задач являются

нестационарными.

Поиск аналитического решения позволит провести верификацию разрабо-

танного комплекса программ. Аналитические решения имеют достаточно важное

значение, так как позволяют выявлять физические закономерности достаточно об-

щего характера, которые трудно выявить при численном исследовании.

Подробное описание математической модели движения невзаимодействую-

щих между собой частиц газа, которые отражаются от подвижных и неподвижных

границ, и методаМонте-Карло, используемого для численного исследования, при-

ведено в главе 2.

По материалам главы опубликованы работы [3; 8; 17].

4.1 Задача об адиабатическом сжатии газа в одномерном пространстве

Рассматривается тестовая задача об адиабатическом сжатии идеального бес-

столкновительного газа в одномерном пространстве.

4.1.1 Постановка задачи

Пусть в начальный момент времени t = 0 на интервале (a0, b0) равномерно
распределены частицы. Их плотность внутри интервала равна ρ0 = const. Ско-
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Рисунок 4.1 –– Схема изменения местоположения границ с течением времени t

рость каждой частицы |v0| = const, а направление (т.е. знак скорости) определяется
случайным образом с равномерным распределением.

Пусть на концах отрезка [a0, b0] расположены границы (см. рисунок 4.1).

Правая граница неподвижна и ее положение определяется уравнением b = b0.

Левая граница движется с постоянной скоростью u ∈ (0, v0], уменьшая размер
одномерной области l(t) = b − a(t). Ее местоположение определяется уравнением
a(t) = a0 + ut.

Частицы не взаимодействуют между собой, но взаимодействуют с граница-

ми по закону зеркального отражения.

4.1.2 Построение аналитического решения

Пусть частицы условно разбиваются на группы в зависимости от направ-

ления движения. Первая группа частиц имеет скорость v{1} = v0 и плотность

распределения молекул f {1}, а вторая — скорость v{2} = −v0 и плотность распре-

деления f {2} [127]:

f {1}(0, x) = f {2}(0, x) = 0.5ρ0I(a(0), b)(x)/l(0), (4.1)

где I(a(0), b)(x) =

1, x ∈ (a(0), b)

0, x < (a(0), b)
— ступенчатая функция.

Двигаясь в ограниченном пространстве, частицы время от времени будут

взаимодействовать с границами в зависимости от их начальных условий. Переход

частицы из текущей группы в следующую группу осуществляется после каждого

взаимодействия с границей. Формула для вычисления v{s} скорости s-й группы

частиц с учетом описанных условий запишется в виде:
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v{s} =

−v{s−1}, s – четный

−v{s−1} + 2u, s – нечетный
. (4.2)

С увеличением времени число групп будет расти, в предельном случае, ко-

гда граница подвижная стенка достигнет неподвижную при (t → [b − a(0)]/u),
число групп будет стремится к бесконечности (n→ ∞). Поскольку частицы одной

группы движутся в одном направлении, то для каждой группы можно определить

моменты времени возникновения первых и последних частиц, обозначенные как

t{s} и ţ{s} соответственно, по одной и той же формуле (4.3), где вместо t{s} следует
подставить ţ{s}.

t{s} = t{s−1} + l(t{s−1})/v̆{s}, (4.3)

где v̆{s} =

−v{s} + u, s – четный

v{s}, s – нечетный
.

Плотность распределения для s-й группымолекул с течением времени опре-
деляется

f {s}(t, x) = 0.5ρ0Q{s}(t, x), (4.4)

где Q{s}(t, x) = I(a{s}(t), b{s}(t))(t, x)/l(0);

I(a{s}(t), b{s}(t))(t, x) =

1, x ∈ (a{s}(t), b{s}(t))

0, x < (a{s}(t), b{s}(t))
;

a{s}(t) = s (mod 2)[I[t{s−1}, ţ{s−1}](t) · a(t) + I(ţ{s−1}, ţ{s}](t) · (a(ţ{s−1}) + (t − ţ{s−1})v{s})] +
+ (s + 1) (mod 2)[I[t{s−1}, t{s}](t) · (b + (t − t{s−1})v{s}) + I(t{s}, ţ{s}](t) · a(t)];
b{s}(t) = s (mod 2)[I[t{s−1}, t{s}](t) · (a(t{s−1}) + (t − t{s−1})v{s}) + I(t{s}, ţ{s}](t) · b] +
+ (s + 1) (mod 2)[I[t{s−1}, ţ{s−1}](t) · b + I(ţ{s−1}, ţ{s}](t) · (b + (t − ţ{s−1})v{s})].

Следует упомянуть, что поскольку при t = 0 происходит условное разби-

ение частиц на две группы в зависимости от направления движения, то расчеты

всех параметров и величин по формулам (4.2)–(4.4) следует проводить для каж-

дой группы отдельно. Для двух групп не существует предыдущего значения (s−1)
и следует отбросить промежуток времени [t{s−1}, ţ{s−1}] при этом ţ{s−1} = t{s} = 0.

Вышеописанные рассуждения справедливы в силу следующих утвержде-

ниях. Полученное решение основано на уравнении Лиувилля (1.2). Это решение

существует и единственно в силу теоремы Лиувилля об инвариантности отоб-

ражения фазового пространства при любом t в случае, когда силы известны,
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Рисунок 4.2 –– Схема изменения средней плотности ρ{s}(t) для s-й группы частиц

в зависимости от времени t

а неопределенность содержится только в начальных данных, например, в виде

закона распределения [121]. Также теорема Лиувилля о сохранении объема в фа-

зовом пространстве остается справедливой и для мгновенных взаимодействий,

в частности, когда предполагается, что частица газа упруго отражается от жест-

кой стенки.

Изменение средней плотности ρ{s}(t) для s-й группы частиц на отрез-

ке [a(t), b] с течением времени t определяется формулой (4.5) и схематично

представлено на рисунке 4.2. На полуинтервале [t{s−1}, t{s}) количество частиц уве-
личивается, а на [ţ{s−1}, ţ{s}) их число уменьшается. На временном полуинтервале

[t{s}, ţ{s−1}) величина ρ{s}(t) постоянна и равна начальной плотности ρ0/2. Такая схе-
ма является верной для s-й группы в случае, когда t{s} 6 ţ{s−1}, поскольку

ρ{s}(t) =
1

l(t)

∫
R1

f {s}(t, x)dx. (4.5)

С помощью плотности распределения частиц f {s} и скоростей v{s} вычисля-
ются остальные макроскопические параметры модели по формулам (2.7)–(2.11),

в которых интегралы заменяются конечными суммами [120]:

ρ(t, x) =
n∑

s=1

f {s}(t, x), (4.6)

v1(t, x) =
1
ρ

n∑
s=1

v{s} f {s}(t, x), (4.7)

e(t, x) =
1

2ρ(t, x)

n∑
s=1

(v{s} − v1(t, x))
2

f {s}(t, x), (4.8)
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Рисунок 4.3 –– Распределение частиц (N = 217 = 131072) в пространстве в раз-
личные моменты времени t при u = 0.1

T (t, x) =
2

3R
e(t, x), (4.9)

p(t, x) =
2
3
ρ(t, x)e(t, x). (4.10)

4.1.3 Моделирование и анализ результатов

Были проведены серии вычислительных экспериментов при ρ0 = 1, v0 = 1,
[a0, b0] = [−0.5, 0.5], различном числе частиц N и скоростях границы u = {1.0, 0.1}.
На рисунке 4.3 представлена визуализация процесса. Синим цветом выделены

частицы, которые движутся влево, желтым — в противоположном направлении.

Красным цветом выделены границы.

На рисунке 4.4 представлены графики изменений статистических оценок

макроскопических величин при u = {1.0, 0.1}. Графики плотностей содержат сред-
ние плотности s-х групп частиц в зависимости от времени, что соответствует
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Рисунок 4.4 –– Графики изменения аналитического решения Fan и статистических

оценок макроскопических параметров Fnum при различном числе частиц N в за-

висимости от времени t или от объема V: слева — u = 1.0; справа — u = 0.1
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Таблица 4.1 –– Оценка максимальной абсолютной погрешности при различном

числе частиц N и скоростях границы u

u N ∆v1 ∆T ∆p

1.0
102 4.10 · 10−1 3.06 · 10−2 4.98 · 10−1

104 6.54 · 10−2 2.90 · 10−3 4.78 · 10−2

106 3.80 · 10−3 1.76 · 10−4 2.92 · 10−3

0.1
102 4.84 · 10−1 1.08 · 10−2 1.59 · 10−1

104 3.94 · 10−2 8.40 · 10−4 1.14 · 10−2

106 3.60 · 10−3 6.55 · 10−5 8.51 · 10−4

схеме, изображенной на рисунке 4.2. Из остальных графиков видно, что с увеличе-

нием числа частиц, численное решение приближается к аналитическому с ростом

частиц N в эксперименте. Для качественного совпадения аналитического и чис-

ленного решения достаточно N = 104 частиц. Для лучшей наглядности при

построении графиков температур использовалась логарифмическая шкала, по-

скольку начальное и конечное значения величин различаются на порядок. Следует

отметить тот факт, что точное решение содержит осцилляции, частота которых

увеличивается при уменьшении скорости движущейся стенки u. Это объясняется
инерцией потока газа при взаимодействии с границами, одна из которых дви-

жется с постоянной скоростью u. Также можно качественно оценить совпадения
графика компоненты скорости v1 (см. рисунок 4.4) с общим количеством частиц

(см. рисунок 4.3), направление которых выделено определенным цветом, в момен-

ты времени t.
В таблицах 4.1 и 4.2 представлены результаты максимальных абсолют-

ных и относительных погрешностей на отрезке t ∈ [0, 0.5] при u = 1.0 и на

отрезке t ∈ [0, 5] при u = 0.1, рассчитанные по формулам (2.44). Большая относи-

тельная погрешность гидродинамической скорости объясняется тем, что точное

решение расположено близко к нулю (значения равные нулю отбрасывались).

Анализ данных в таблице показывает, что порядок погрешности величин умень-

шается согласно выражению (2.43). Также в таблице не представлены значения

погрешностей плотности, так как на их точность влияет только вычислительная

погрешность.
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Таблица 4.2 –– Оценка максимальной относительной погрешности при различном

числе частиц N и скоростях границы u

u N δv1 δT δp

1.0
102 6.68 · 104 1.55 · 101 1.55 · 101

104 6.23 · 103 3.21 3.21
106 3.43 · 102 1.43 · 10−1 1.43 · 10−1

0.1
102 4.50 · 105 1.08 · 101 1.08 · 101

104 6.11 · 104 8.98 · 10−1 8.98 · 10−1

106 3.06 · 103 7.62 · 10−2 7.62 · 10−2

4.2 Задача об адиабатическом сжатии газа в трехмерном пространстве

Рассматривается задача об адиабатическом сжатии идеального бесстолкно-

вительного газа в трехмерном пространстве с подвижной границей.

4.2.1 Постановка задачи

Пусть в начальный момент времени в кубе равномерно распределены ча-

стицы. Их плотность внутри интервала равна ρ0 = const. Вектор скорости каждой
частицы определяется случайным образом с равномерным распределением на

единичной сфере. Куб ограничен плоскостями (гранями), одна из которых дви-

жется внутрь с постоянной скоростью u = {u1, 0, 0} вдоль оси x1, уменьшая

объем области.

4.2.2 Построение аналитического решения

Пусть при t = 0 в области (в кубе) размером [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]
равномерно распределены частицы. Тогда плотность распределения частиц по
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пространственным координатам fx(0, x) в трехмерном кубе [84; 134] определяет-

ся как

fx(0, x) = ρ0 f1(x1) f2(x2) f3(x3) = ρ0

3∏
i=1

1
bi − ai

I(ai, bi)(xi). (4.11)

Пусть координаты случайного вектора скорости v, равномерно

распределенного на поверхности единичной сферы, задаются системой урав-

нений [135––137]: 
v1 = sin θ cosϕ

v2 = sin θ sinϕ

v3 = cos θ

, (4.12)

где θ = arccos(2ξ − 1); ϕ = 2πη; ξ и η — случайные величины, равномерно рас-

пределенные в интервале [0, 1).
Известно, что площадь единичной сферы равна 4π, тогда плотность рас-

пределения частиц на поверхности этой сферы в сферической системе коорди-

нат имеет вид:

f4(0, θ,ϕ) =
cos(θ)

2
I(0, π)(θ) ·

1
2π

I(0, 2π)(ϕ), (4.13)

где θ ∈ [0,π], ϕ ∈ [0, 2π].
Поскольку площадь единичной сферы S может быть выражена в явном виде

через любую из переменных, то площадь сферы можно вычислить по форму-

ле (4.14). Отсюда видно, что в отличии от пространства координат, компоненты

которого не зависят друг от друга, пространство скоростей имеет зависимые ком-

поненты. Из этого следует, что плотность распределения частиц по скоростям

можно представить в виде произведения частной и условной плотностей распре-

деления [138].

∫
S

fv(0, v)dS = 2
∫

D(vi,v j)

1
4π

√
1 +

(
∂vk

∂vi

)2

+

(
∂vk

∂v j

)2

dvidv j =

= 2

1∫
−1

√
1−v2

i∫
−

√
1−v2

i

1
4π

dvidv j√
1 − v2

i − v2
j

=

(4.14)
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=

vi,2∫
vi,1

f4+i(vi)dvi

v j,2=ϕ2(vi)∫
v j,1=ϕ1(vi)

f7+ j(v j|vi)dv j =

1∫
−1

1
2

dvi · 2

√
1−v2

i∫
−

√
1−v2

i

1
2π

dv j√
1 − v2

i − v2
j

= 1,

где v2
i +v2

j+v2
k = 12 —уравнение единичной сферы S с центром вначале координат;

D(vi,v j) — проекция полусферы на плоскость Oviv j.

В результате произведение пространства координат на пространство скоро-

стей даст плотность распределения частиц в фазовом пространстве в начальный

момент времени:

f (0, x, v) = fx(0, x) fv(0, v). (4.15)

Пусть на границах области расположены плоскости, одна из которых по-

движна, а остальные — нет. Пусть левая граница движется внутрь, уменьшая

первоначальную область, со скоростью u = (u1, 0, 0), где u1 ∈ (0, 1]. Объем куба V ,
изменяющегося с течением времени t, рассчитывается по следующей формуле:

V(t) = l1(t)
3∏

i=2

(bi − ai), (4.16)

где l1(t) = b1 − (a1 + u1t).
Поскольку выполняется условие параллельности нормалей противополож-

ных стенок осям, тогда при взаимодействии частицы со стенкой, происходит

изменение только в одной компоненте скорости, совпадающей с ненулевой компо-

нентой нормали. В случае, когда стенка неподвижна, в соответствующей компо-

ненте скорости меняется знак на противоположный. Если рассмотреть проекции

скоростей частиц v2 и v3, то можно заметить, что эти величины по модулю

постоянны у частиц, находящихся внутри области. Из условия начального рас-

пределения частиц в фазовом пространстве, закона сохранения объема в фазовом

пространстве (теорема Лиувилля) и зеркального отражения выдвигается пред-

положение о том, что следующие частные плотности распределения с течением

времени t > 0 меняться не будут, т.е.

f6(t, v2) = f6(v2) =
1
2

I(−1, 1)(v2), (4.17)

f2(t, x2) = f2(x2) =
1

b2 − a2
I(a2, b2)(x2), (4.18)
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Рисунок 4.5 –– Схема условного разделения частиц в кубе на две большие группы

в зависимости от координаты x1, компоненты скорости v1 частиц и компоненты

скорости стенки u1 в начальный момент времени

f7(t, v3) = f7(v3) =
1
2

I(−1, 1)(v3), (4.19)

f3(t, x3) = f3(x3) =
1

b3 − a3
I(a3, b3)(x3). (4.20)

Пусть аналогично одномерной модели адиабатического сжатия газа

(см. пункт 4.1.2) частицы в начальный момент времени делятся условно на две

группы в зависимости от дальнейшего первого взаимодействия с подвижной или

неподвижной стенками, y которых нормали параллельны оси x1. На рисунке 4.5

представлено такое разделение на две группы, которое зависит от начального

местоположения координаты x1, компоненты скорости v1 и компоненты скорости

подвижной стенки u1. Зеленым цветом выделена область, в которой частная плот-

ность распределения f11(0,x1,v1) частиц, относящихся к 1-й группе, а красным —

ко 2-й. Следует отметить тот факт, что при t = 0 частная плотность f11(0,x1,v1)
равна 1/(2 · l1(0)), значение скорости v1 для частиц 1-й группы изменяется от 0 до
1, а для 2-й группы — от −1 до u0.

Исходя из вышесказанного, получается, что плотность распределения f (t, x, v)
можно представить следующим образом:

f (t, x, v) = ρ0 f2(x2) f3(x3) f12(t,x1,v) =

= ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R2

f12(t,x1,v)dv2dv3 · f13(t,v2|x1,v1) f14(t,v3|x1,v1,v2) =

= ρ0 f2(x2) f3(x3) f11(t,x1,v1) f13(t,v2|x1,v1) f14(t,v3|x1,v1,v2).

(4.21)
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В свою очередь плотность распределения частиц f11(t, x1, v1) в произволь-
ный момент t времени представляется в виде суммы плотностей распределения:

f11(t, x1, v1) =
n∑

s=1

f {s}11 (t, x1, v1), (4.22)

где s — номер группы частиц; n — число групп.

И наконец, величина f {s}11 (t, x1, v1) имеет вид:

f {s}11 (t, x1, v1) = Q{s}(t, x1)I(c{s}1 , d
{s}
1 )(v1), (4.23)

где величина Q{s}(t, x1) рассчитывается аналогично формуле (4.4); c{s}1 и d{s}1 —ком-

поненты скорости s-й группы частиц, вычисленные аналогично формуле (4.2).

Далее на основе ранее представленных утверждений представлен способ

вычисления макроскопических величин. Расписав f (t, x,v) как в формуле (4.21),
можно вычислить плотность газа ρ(t, x)

ρ(t, x) =
∫
R3

f (t, x,v)dv =

=

∫
R3

[
ρ0 f2(x2) f3(x3) f11(t,x1,v1) f13(t,v2|x1,v1) f14(t,v3|x1,v1,v2)

]
dv =

= ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R1

f11(t,x1,v1)dv1·

·

∫
R1

f13(t,v2|x1,v1)dv2

∫
R1

f14(t,v3|x1,v1,v2)dv3.

(4.24)

Из формулы (4.24) два последних интеграла связаны с расчетом условных

плотностей распределения и равняются 1. В результате получается, что

ρ(t, x) = ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R1

f11(t,x1,v1)dv1 =

= ρ0

3∏
i=2

1
bi − ai

I(ai, bi)(xi)
∫
R1

n∑
s=1

[
Q{s}(t, x1)I(c{s}1 (t), d{s}1 (t))(v1)

]
dv1.

(4.25)

Рассуждая аналогичным образом, можно вычислить компоненту гидроди-

намической скорости v1:
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v1(t, x) =
∫
R3

v1 f (t, x,v)dv/ρ(t, x) =

= ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R1

v1 f11(t,x1,v1)dv1/ρ(t, x).
(4.26)

Для того чтобы вычислить v2(t, x), следует расписать следующим образом:

v2(t, x) =
∫
R3

v2 f (t, x,v)dv/ρ(t, x) =

=

∫
R3

[
v2ρ0 f2(x2) f3(x3) f6(t,v2) f15(t,x1,v1|v2) f16(t,v3|x1,v1,v2)

]
dv/ρ(t, x) =

= ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R1

v2 f6(t,v2)dv2

∫
R1

f15(t,x1,v1|v2)dv1·

·

∫
R1

f16(t,v3|x1,v1,v2)dv3/ρ(t, x).

(4.27)

Домножив и разделив на интеграл
∫
R1

f6(t,v2)dv2, равный 1, можно получить

следующую формулу:

v2(t, x) = ρ0 f2(x2) f3(x3)
∫
R1

v2 f6(t,v2)dv2

∫
R1

f15(t,x1,v1|v2)dv1·

·

∫
R1

f16(t,v3|x1,v1,v2)dv3

∫
R1

f6(t,v2)dv2/
[ ∫

R1

f6(t,v2)dv2 · ρ(t, x)
]
=

=

∫
R1

v2 f6(t,v2)dv2 · ρ(t, x)/ρ(t, x).

(4.28)

Следует учитывать, что отношение ρ(t, x)/ρ(t, x) равняется 1, если плот-

ность распределения частиц больше нуля ( f (t,x,v) > 0) при условии, что в момент
времени t в окрестности точки (x,v) существуют частицы, и 0 в противном случае.
Тогда, заменив ρ(t, x)/ρ(t, x) на sgn(ρ(t, x)), получим окончательный вид:

v2(t, x) =
∫
R3

v2 f (t, x,v)dv/ρ(t, x) =

= sgn(ρ(t, x))
∫
R1

v2 f6(t,v2)dv2.

(4.29)
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Компонента гидродинамической скорости v3(t, x) вычисляется точно так же,
как и компонента гидродинамической скорости v2(t, x), т.е.

v3(t, x) =
∫
R3

v3 f (t, x,v)dv/ρ(t, x) =

= sgn(ρ(t, x))
∫
R1

v3 f7(t,v3)dv3.

(4.30)

Используя вышеописанные рассуждения, можно аналогичным образом вы-

числить внутреннюю энергию единицы массы газа e(t,x) (см. формулу (4.31)).

e(t, x) =
1

2ρ(t, x)

3∑
i=1

∫
R3

(vi − vi(t, x))2 f (t, x, v)dv =

=
1
2

[
ρ0 f2(x2) f3(x3)

∫
R1

(v1 − v1(t, x))2 f11(t,x1,v1)dv1/ρ(t, x)+

+sgn(ρ(t, x))
∫
R1

(v2 − v2(t, x))2 f6(t,v2)dv2+

+sgn(ρ(t, x))
∫
R1

(v3 − v3(t, x))2 f7(t,v3)dv3

]
(4.31)

Зная внутреннюю энергию единицы массы газа e(t,x), можно уже по

известным формулам рассчитать температуру T (t,x) (см. формулу (4.32))

и давление p(t,x) (см. формулу (4.33)).

T (t, x) =
2

3R
e(t, x) (4.32)

p(t, x) =
2
3
ρ(t, x)e(t, x) (4.33)

4.2.3 Моделирование и анализ результатов

Были проведены серии вычислительных экспериментов при ρ0 = 1,
[ai, bi] = [−0.5, 0.5] (i = 1, 3), различном числе частиц N и скоростях границы

u = (u1, 0, 0).
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а) t = 0 б) t = 0

в) t = 0.1 г) t = 1.0

д) t = 0.5 е) t = 5.0

Рисунок 4.6 –– Графики изменения частной плотности распределения f11(t,x1,v1)
в различные моменты времени t: слева — u1 = 1.0; справа — u1 = 0.1
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а) t = 0.1 б) t = 1.0

в) t = 0.5 г) t = 5.0

Рисунок 4.7 –– Графики изменения частной плотности распределения f5(t, v1) и ги-
стограммы вдоль компоненты скорости v1 в различные моменты времени t: слева

— u1 = 1.0; справа — u1 = 0.1

На рисунке 4.6 представлена частная плотность распределения f11(t, x1,v1)
(см. формулу (4.22)), значение которой изменяется с течением времени t. Из гра-
фиков видно, что с уменьшением компоненты скорости стенки u1 число групп

растет быстрее при одинаковой степени сжатия газа. Для наглядности области

относящиеся к различным группам выделены разными цветами. Также следует

отметить, что относительно оси v1 нечетные группы расположены справа, а чет-

ные группы — слева.

Для качественного сравнения частной плотности распределения f5(t,v1)
вдоль компоненты скорости v1, рассчитанной аналитическим способом, с резуль-

татами численного решения была дополнительная построена гистограмма рас-

пределения. На рисунке 4.7 представлены графики изменения частной плотности
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Рисунок 4.8 –– Графики изменения аналитического решения Fan и статистических

оценок макроскопических параметров Fnum при различном числе частиц N в за-

висимости от времени t: слева — u1 = 1.0; справа — u1 = 0.1
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Таблица 4.3 –– Оценка максимальной абсолютной погрешности при различном

числе частиц N и скоростях границы u1

u0 N ∆v1 ∆T ∆p

1.0
104 2.55 · 10−2 1.26 · 10−3 1.70 · 10−2

106 2.69 · 10−3 2.96 · 10−4 4.55 · 10−3

108 2.05 · 10−4 1.15 · 10−5 1.82 · 10−4

0.1
104 1.85 · 10−2 4.05 · 10−4 6.70 · 10−3

106 2.07 · 10−3 2.26 · 10−5 3.65 · 10−4

108 2.79 · 10−4 3.86 · 10−6 6.29 · 10−5

распределения f5(t, v1) и гистограммы при N = 104 в различные моменты време-

ни t. Гистограмма распределения получена из статистического ряда с шагом 0.2.
Число разрядов (делений), которое зависит от шага, рационально выбирать так,

чтобы в результате их совокупность была в районе 10-20 [127]. Левая вероятност-

ная шкала относится к графикам изменения условной плотности распределения,

а правая частотная шкала — к гистограмме плотности распределения. Из графи-

ков видно, что при выравнивании масштабов шкал гистограмма распределения

вдоль оси v1 сохраняет существенные особенности, сравнимые с частной плотно-

стью распределения f5(t,v1), вычисленной аналитически.
На рисунке 4.8 представлены графики изменений статистических оценок

макроскопических величин при u1 = {1.0, 0.1}. Из графиков видно, что с уве-

личением числа частиц N в эксперименте, численное решение приближается

к аналитическому.

В таблицах 4.3 и 4.4 представлены оценки максимальных абсолютных

и относительных погрешностей на отрезке t ∈ [0, 0.5] при u1 = 1.0 и на от-

резке t ∈ [0, 5] при u1 = 0.1, рассчитанные по формулам (2.44). Максимальные

относительные погрешности температуры δT и давления δp совпадают, посколь-

ку погрешность плотности зависит только от вычислительной погрешности.

С уменьшением компоненты скорости стенки u1 уменьшаются максимальные

абсолютные и относительные погрешности температуры и давления. Порядок по-

грешности статистических оценок макроскопических величин убывает согласно

выражению (2.43).
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Таблица 4.4 –– Оценка максимальной относительной погрешности при различном

числе частиц N и скоростях границы u1

u0 N δv1 δT δp

1.0
104 7.66 · 101 2.13 2.13
106 3.09 · 101 2.54 · 10−1 2.54 · 10−1

108 1.34 9.46 · 10−3 9.46 · 10−3

0.1
104 1.18 · 102 5.07 · 10−1 5.07 · 10−1

106 2.67 · 101 2.93 · 10−2 2.93 · 10−2

108 7.90 · 10−1 4.92 · 10−3 4.92 · 10−3

Таблица 4.5 –– Оценка производительности различных версий программы на про-

цессоре Intel Xeon E5-2690 V2

Версия программы Число ядер t, c. Rtask, GFlops Rtask/Rpeak, %

Невекторизованная 1 198.51 0.8 3.3
Автовекторизованная 1 19.691 6.99 29.11
Векторизованная 1 15.48 9.42 39.25

Оценка производительности программ, связанных с расчетом ос-

новного блока с учетом сохранения данных, выполнена на процессоре

Intel Xeon E5-2690 V2 (240 GFlops DP для 10 ядер) при следующих парамет-

рах: шаг по времени ∆t = 0.001, число итераций 5000, число частиц N = 217.

Результаты работы различных версий программ представлены в таблице 4.5.

В невекторизованной версии программы также использована оптимизация,

связанная с расчетом траекторий движения частиц с учетом возможного взаимо-

действия с границами (см. рисунок 3.3). Аналогично предыдущим исследованиям

(см. таблицу 3.5) наилучший результат показала векторизованная версия (39% от

пиковой производительности).

На рисунке 4.9 дополнительно рассмотрен случай изменения аналитическо-

го решения pan в зависимости от компоненты скорости стенки u1 и выполнено

сравнение с графиком адиабаты pad идеального одноатомного газа с показателем

адиабаты γ равным 5/3. В процессе адиабатического сжатия газа наполовину от

первоначального объема наблюдается качественное изменение давления pad при



78

Рисунок 4.9 –– Графики изменения адиабаты pad и аналитического решения pan

при различных значениях компоненты скорости стенки u1 на pV плоскости

уменьшении значения компоненты скорости стенки u1 с 1.0 до 0.1, а при дальней-
шем уменьшении величины u1 на два порядка (до 0.001) качественное различие
незначительно. Тем не менее сохраняется существенное различие аналитического

решения pan с графиком адиабаты pad вне зависимости от значения компоненты

скорости стенки.

4.3 Выводы по главе

В этой главе рассмотрены задачи об адиабатическом сжатии газа Кнудсена

в одномерном и трехмерном пространствах с подвижной границей, для кото-

рых были найдены точные решения. Идея нахождения классов точных решений

заключалась в определении плотности распределения молекул в пространстве

координат и скоростей с течением времени. С помощью условной плотности рас-

пределения и предположений, основанных на начальном распределении частиц

в фазовом пространстве, законах сохранения и зеркального отражения, удалось

свести решение трехмерной задачи к одномерной. Принципиальное отличие при

вычислении макроскопических величин между одномерной и трехмерной задача-
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ми заключалось в том, что в первом случае требовалось суммировать плотность

распределения по скоростям, поскольку пространство скоростей дискретное,

а в последнем случае — интегрировать плотность распределения по кусочно-

непрерывному пространству скоростей. Дополнительно были проведены серии

вычислительных экспериментов с использованием разработанного комплекса

программ при различных параметрах задач. Результаты верификации разрабо-

танного комплекса программ демонстрируют качественное и количественное

соответствие статистических оценок макроскопических величин с полученны-

ми аналитическими решениями. В задачах расчета траекторий движения частиц

в области с подвижными границами была достигнута производительность, равная

39% от пиковой.



80

Глава 5. Моделирование фильтрации идеального бесстолкновительного газа

в пористой среде

В этой главе рассматривается задача фильтрации идеального газа в трех-

мерной пористой среде. Эта задача является популярной, прежде всего, в неф-

тегазовой отрасли и связана исследованием свойств параметров пористой среды

(см. параграф 1.1). Следует подчеркнуть, что численные исследования автором

диссертационной работы проводятся исходя из микроскопического подхода опи-

сания физических процессов, т.е. из масштаба, сравнимого с размером зерен

пористой среды.

Пусть математическая модель пористой среды представляет собой идеаль-

ную модель грунта, состоящую из шаров (рассеивающих сфер). Тогда данную

модель можно рассматривать как динамическую систему, состоящую из стати-

стически большого числа частиц, свободно движущихся в пространстве и упруго

отражающихся от неподвижных сфер, расположенных в определенном порядке.

Предполагается, что можно установить связь между скоростью течения и ско-

ростью фильтрации такого газа. В этом случае значимым параметром является

коэффициент фильтрации газа, зависящий от коэффициента проницаемости пори-

стой среды и динамической вязкости газа. Коэффициент проницаемости пористой

среды является важным параметром, который помогает оценить фильтрационно-

емкостные свойства образцов керна. Также предполагается, что динамическая

вязкость бесстолкновительного газа, проходящего сквозь пористую среду, зави-

сит от размеров и структуры порового пространства.

Подробное описание математической модели движения невзаимодейству-

ющих между собой частиц газа, которые отражаются от неподвижных границ,

и метода Монте-Карло, используемого для численного исследования, приведе-

но в главе 2.

Материалы главы отражены в работах [1; 2; 6].



81

5.1 Коэффициент фильтрации газа в пористой среде

Существуют множество различных параметров пористой среды, такие как

проницаемость, пористость, извилистость поровых каналов и другие. Значи-

мым параметром среди упомянутых является коэффициент проницаемости. Для

определения этого коэффициента первоначально в лабораторных экспериментах

использовалась формула, основанная на линейном законе Дарси, связанном с те-

чением жидкости сквозь пористую среду [71]:

u = −
k
µ
Op, (5.1)

где u —скорость фильтрации газа; k —проницаемость среды; µ—динамическая

вязкость среды.

Современные же исследования предполагают использование инертных га-

зов вместо жидкостей, с целью уменьшения их влияния на измеряемую величину

проницаемости и удобства проведения экспериментов [139; 140]. В этом случае

применяется закон Дарси, вывод которого представлен в [71; 141], имеющий сле-

дующий вид:

u = −
k
µ

p2
1 − p2

0

2p1l
, (5.2)

где p0 — давление газа на входе; p1 — давление газа на выходе; l — длина филь-

трующей части пористой среды.

Использование газов также расширяет методику определения проницаемо-

сти пористой среды, например, метод резкого снижения давления газа с записью

восстановления давления, импульсно-восстановительный метод, метод профиль-

ной и радиальной проницаемости на полноразмерном керне и другие [142].

Следует подчеркнуть, что при низких давлениях газа, проходящего сквозь

пористую среду, возникает так называемый эффект Клинкенберга, когда средняя

длина свободного пробега частиц становится соизмеримой со средним разме-

ром порового пространства [70; 141]. В этом случае возникает разница между

измеряемой газовой проницаемостью и ее абсолютным значением для выбран-

ной пористой среды. Для корректировки используется следующий коэффициент,
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представленный Клинкенбергом в [75]:

kg = k
(
1 +

b
〈p〉

)
, (5.3)

где kg — газовая проницаемость; k — абсолютная проницаемость; b — коэффи-

циент скольжения (коэффициент Клинкенберга).

Важным составляющим коэффициента фильтрации газа, помимо проница-

емости пористой среды k, является динамическая вязкость газа µ. В свою очередь

динамическая вязкость для идеального газа зависит от трех параметров:

µ = 1/3〈|v|〉〈λ〉〈ρ〉, (5.4)

где 〈|v|〉 — средняя скорость молекул; |v| =
√

v2
x + v2

y + v2
z ; 〈λ〉 — средняя длина

свободного пробега молекул.

С одной стороны, в работе исследуется предельный случай, когда дви-

жущиеся частицы газа в трехмерном пространстве не взаимодействуют друг

с другом. В этом случае вязкость газа должна стремиться к бесконечности. С дру-

гой стороны, модель можно представить, как поведение двухкомпонентного газа,

состоящего из легких подвижных молекул (частицы газа) и тяжелых неподвиж-

ных молекул (пористая среда). Тогда вязкость газа, движущегося сквозь пористую

среду, будет существенно зависеть от конфигурации порового пространства, по-

скольку напрямую влияет на величину свободного пробега.

5.2 Постановка вычислительной задачи

Пусть моделируемая область, имеющая форму прямоугольного параллеле-

пипеда, не ограничена в положительном направлении оси x. Область условно

разбита на 3 подобласти. Первая пустая подобласть в начальный момент времени
равномерно заполняется частицами газа. Направление движения каждой части-

цы также определяется случайным образом с равномерным распределением, где

модуль скорости равен 1. Вторая подобласть — пористая среда, состоящая из ша-

ров, т.е. твердых неподвижных тел, ограниченных сферами радиусом r, центры
которых расположены в узлах кубической сетки. На рисунке 5.1 представлена

вычислительная схема с тремя видами конфигураций пористой среды, которые
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а) Конфигурация 1 (K1)

б) Конфигурация 2 (K2)

в) Конфигурация 3 (K3)

Рисунок 5.1 –– Вычислительная схема: красным цветом — пористая среда; зеле-

ным цветом — границы элементарных областей; желтым цветом — частицы

Таблица 5.1 –– Параметры конфигурации пористой среды в зависимости от ее но-

мера

K Радиус шара, r(K) Число шаров, n̆(K)
Число шаров

в единице объема, ñ(K)
1 0.5 160 1
2 0.25 720 8
3 0.125 4000 64

зависят от радиуса сфер и их количества (см. таблицу 5.1). Последняя подобласть

пуста и не ограничена. Течение идеального газа направлено вправо.

С другой стороны, часть подобласти, в которой движутся частицы, содержит

6 элементарных областей, в которых вычисляются статистические оценки мак-

роскопических параметров. Границы элементарных областей выделены зеленым

цветом. Нумерация элементарных областей осуществляется слева направо вдоль
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оси x, начиная с нуля. Число шаров n̆(K) для K-й конфигурации пористой среды
определяется формулой (5.5), а объем пористой среды равен объему 10 элемен-

тарных областей.

n̆(K) = 10 · 2(K+1) · (2(K−1) + 1)2 (5.5)

Для оценки пористости среды ϕ используется общеизвестная формула,

которая описана в [71; 143] и модифицирована исходя из того, что пористая сре-

да состоит из шаров одинакового радиуса, зависящего от номера конфигурации

(см. таблицу 5.1):

ϕ =
Vpore

Vbulk
= 1 −

ñ(K)4/3π(r(K))3

Vbulk
≈ 0.476, (5.6)

где индексы Vpore — единичный объем порового пространства; Vbulk — единич-

ный объем образца; Vsphere(r) = 4/3π(r(K))3 — объем одного шара в зависимости

от радиуса r.
Таким образом, пористость ϕ одинакова для трех конфигураций пористой

среды и не зависит от радиуса шаров.

Модифицируя формулу (5.2) для численных расчетов, скорость фильтрации

вычисляется по формуле:

u j,i = −
k j,i

µ j,i

p2
j − p2

i

2p jl
, (5.7)

где индексы j и i—номера элементарных областей; µ j,i = (µ j+µi)/2—динамиче-

ская вязкость газа; l — расстояние между центрами j и i элементарных областей.
Модифицируя формулу (5.4), динамическую вязкость газа можно вычис-

лить по следующей формуле:

µ j = 1/3〈|v|〉 j〈λ〉 jρ j. (5.8)

Исходя из начальных условий задачи, т.е. модуль скорости любой частицы

равен 1 и границы являются неподвижными, следует, что 〈|v|〉 j = 1 для любого

ненулевого числа частиц, находящихся в j-й элементарной области, в произволь-
ный момент времени.

Фундаментальным понятием в газовой динамике является средняя длина

свободного пробега 〈λ〉 (см. параграф 1.1). Эта величина определяется как сред-

нее расстояние, которое пролетают частицы между столкновениями. Поскольку

в работе макроскопические параметры для частиц, которые принадлежат элемен-

тарной области, вычисляются через определенный промежуток времени ∆t, то
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среднюю длину свободного пробега частиц следует рассчитывать для частиц, по-

бывавших в этой элементарной области на временном промежутке ∆t. Поскольку
в работе рассчитывается траектория движения для каждой частицы, то для вычис-

ления величины 〈λ〉 j удобнее использовать следующую формулу [97]:

〈λ〉 j =
〈|v|〉 j

〈ν〉 j
, (5.9)

где 〈ν〉 j — средняя частота столкновений частиц с границами в j-й элементар-

ной области.

Для подсчета средней частоты столкновений следует отдельно суммировать

промежутки времени нахождения частиц в элементарной области и столкновения

тех частиц с границами, которые на момент столкновения, принадлежащий про-

межутку времени ∆t, находились в этой же элементарной области.
В рамках вычислительного эксперимента решается обратная задача о на-

хождении коэффициента фильтрации газа, связывающего скорость течения vx

(статистическую оценку гидродинамической скорости) и скорость фильтрации u
в зависимости от конфигурации пористой среды (см. формулу (5.2)). Посколь-

ку коэффициент фильтрации газа состоит из проницаемости пористой среды k
и динамической вязкости газа µ, последний коэффициент из которых можно вы-

числить, тогда следует более подробно исследовать коэффициент проницаемости

для каждой конфигурации пористой среды.

Расчет усредненного коэффициента проницаемости 〈k〉 для каждой конфи-
гурации пористой среды условно делится на два этапа:

1. Для каждой пары u j,i(t) и vx j(t) с номерами j и i вычисляется значение
коэффициента k j,i по следующей формуле:

k j,i =

n∑
k=0

u∗j,i(tk)vx j(tk)/
n∑

k=0

(u∗j,i(tk))
2, (5.10)

где u∗j,i(tk) = (p2
i (tk) − p2

j(tk))/(µ j,i(tk)2p j(tk)l); tk —моменты времени, когда

течение выходит на квазистационарный режим.

2. Полученные значения коэффициентов k j,i усредняются по номе-

рам 1 6 i < j 6 5 для каждой конфигурации пористой среды:

〈k〉 =
1
10

∑
16i< j65

k j,i (5.11)
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Формула (5.10) относится к простейшему варианту аппроксимации расчет-

ных данных методом наименьших квадратов.

5.3 Моделирование и анализ результатов

Были проведены серии вычислительных экспериментов с различным коли-

чеством частиц для трех конфигураций пористой среды. На рисунке 5.2 представ-

лена визуализация течения газа в пористой среде в различные моменты времени t
при N = 108. Анализ распределения частиц газа в пористых средах показывает,

что скорость течения газа уменьшается с уменьшением радиуса шаров, из кото-

рых состоит пористая среда.

Как уже было сказано, в рамках вычислительного эксперимента решалась

обратная задача о нахождении коэффициента фильтрации газа, связывающего

скорость течения (статистическую оценку гидродинамической скорости) со ско-

ростью фильтрации в зависимости от конфигурации пористой среды (см. форму-

лу (5.2)). Основными составляющими коэффициента фильтрации газа являются

проницаемость пористой среды k и динамическая вязкость газа µ.
Расчет усредненного коэффициента 〈k〉 для каждой конфигурации по-

ристой среды условно разделен на два этапа. На 1-м этапе для расчета

коэффициентов k j,i с помощью формулы (5.10) выбирались макроскопические

величины, полученные в ходе вычислительного эксперимента, на полуин-

тервале времени tk ∈ [2000, 4000) для 1-й конфигурации, на полуинтервале

времени tk ∈ [5000, 7000) для 2-й конфигурации, на полуинтервале време-

ни tk ∈ [8000, 10000) для 3-й конфигурации. Интервалы выбирались таким

образом, когда течение газа вышло на квазистационарный режим (см. ри-

сунки 5.4–5.6 градиент давления Op j,i) при ∆t = 0.1. Значения величины k j,i

представлены в таблице 5.2 в зависимости от j и i при различном количестве ча-

стиц для трех конфигураций. На 2-м этапе полученные значения коэффициента k j,i

усреднялись по номерам 1 6 i < j 6 5 для каждой конфигурации пористой среды.
На рисунках 5.3–5.6 представлены результаты, где значения усредненного коэф-

фициента 〈k〉 для каждой конфигурации пористой среды взяты из таблицы 5.3

при N = 108. Также из графиков видно, что величина средней длины свободного

пробега частиц имеет постоянное значение для определенной конфигурации по-



87

а) K1

б) K1

в) K2

г) K2

д) K3

е) K3

Рисунок 5.2 –– Течение газа для различных конфигураций пористой среды в раз-

личные моменты времени t при N = 108
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ристой среды и не зависит от выбора элементарной области (при 1 6 j 6 5). Это
значит, что изменение величины динамической вязкости газа с течением времени

зависит от того, как сильно изменяется плотность газа.

Анализируя данные таблицы 5.2 по столбцам, можно заметить большую

разницу между максимальными и минимальными значениями k j,i в столбцах

с номерами i = 1 для каждой конфигурации в зависимости от числа частицN в экс-

перименте. Это объясняется тем, что при попадании частиц газа из пустой области

в пористою среду сильно изменяется характер течения газа. Существенное изме-

нение в течении газа происходит на границе между пустой областью и пористой

средой. Усреднение значений коэффициента k j,i проводилось при 1 6 i < j 6 5.
Усредненные значения 〈k〉 для каждой конфигурации в зависимости от числа

частиц N и номера конфигурации представлены в таблице 5.3. Анализ данных

в полученной таблице показывает, что разница между величинами 〈k〉 умень-
шается с увеличением числа частиц в эксперименте для каждой конфигурации

пористой среды.

Также был проведен анализ максимальной погрешности статистических

оценок макроскопических параметров σF = ŝ/
√

n на полуинтервале времени,

когда течение газа переходит на квазистационарный режим (см. пункт 2.2.3).

В таблице 5.4 представлены результаты максимальных погрешностей σF , которые

были выбраны среди пяти элементарных областей и трех конфигураций пористой

среды, с группировкой по статистическим оценкам макроскопических величин

в зависимости от числа частиц в эксперименте. Порядок максимальной погреш-

ности σF убывает согласно выражению (2.43).

На рисунках 5.3–5.6 представлены результаты сравнения скорости тече-

ния vx j (статистической оценки гидродинамической скорости) и скорости филь-

трации u j,i (см. формулы (5.7), (5.10)), где вместо значений коэффициента k j,i

взяты значения коэффициента 〈k〉 из таблицы 5.3 в зависимости от конфигурации

пористой среды при N = 108. Начальное отклонение скорости течения vx j и ско-

рости фильтрации u j,i объясняется малой плотностью газа, проходящего сквозь

элементарную область. С выходом течения на квазистационарный режим гра-

фики скорости течения и скорости фильтрации газа совпадают. На рисунке 5.3

представлено сравнение графиков, демонстрирующее, что с ростом числа частиц

в вычислительном эксперименте уменьшается амплитуда колебаний скорости те-

чения и скорости фильтрации газа. Из анализа графиков следует, что совпадение
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а) K1; N = 105 б) K1; N = 105

в) K1; N = 106 г) K1; N = 106

д) K1; N = 107 е) K1; N = 107

Рисунок 5.3 –– Графики зависимости скорости течения v j, скорости фильтра-

ции u j,i и количества частиц L j в элементарной области от времени t для K1
при различном количестве частиц N
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а) K1; N = 108 б) K1; N = 108

в) K1; N = 108 г) K1; N = 108

д) K1; N = 108 е) K1; N = 108

Рисунок 5.4 –– Графики зависимости скорости течения v j, скорости фильтра-

ции u j,i, градиента давления Op j, динамической вязкости µ j,i и средней длины

свободного пробега λ j от времени t для K1 при N = 108
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а) K2; N = 108 б) K2; N = 108

в) K2; N = 108 г) K2; N = 108

д) K2; N = 108 е) K2; N = 108

Рисунок 5.5 –– Графики зависимости скорости течения v j, скорости фильтра-

ции u j,i, градиента давления Op j, динамической вязкости µ j,i и средней длины

свободного пробега λ j от времени t для K2 при N = 108
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а) K3; N = 108 б) K3; N = 108

в) K3; N = 108 г) K3; N = 108

д) K3; N = 108 е) K3; N = 108

Рисунок 5.6 –– Графики зависимости скорости течения v j, скорости фильтра-

ции u j,i, градиента давления Op j, динамической вязкости µ j,i и средней длины

свободного пробега λ j от времени t для K3 при N = 108
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Таблица 5.3 –– Средние значения коэффициента 〈k〉 в зависимости от количества
частиц N и номера конфигурации пористой среды

N
〈k〉

K1 K2 K3
105 0.1142 0.0461 0.0114
106 0.1212 0.0366 0.0091
107 0.1223 0.0346 0.0098
108 0.1215 0.0350 0.0096

Таблица 5.4 –– Оценка максимальной величины σF при N = 105 частиц и различ-

ном числе испытаний n

N n σvx σρ σT σp

105 101 5.43 · 10−3 5.32 · 10−4 1.09 · 10−5 1.77 · 10−4

105 102 1.18 · 10−3 1.08 · 10−4 3.61 · 10−6 3.61 · 10−5

105 103 3.24 · 10−4 3.00 · 10−5 3.33 · 10−7 1.00 · 10−5

скорости течения и скорости фильтрации газа наблюдается при выравнивании

числа частиц в элементарных областях.

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод о том, что с выхо-

дом течения на квазистационарный режим газа Кнудсена наблюдается линейная

зависимость между скоростью течения и скоростью фильтрации.

Поле статистических оценок макроскопических параметров строится раз-

биением области на подобласти, где каждая подобласть — элементарная область.

На рисунке 5.7 представлены распределения температуры и давления при N = 108

и t = 6.0 для трех конфигураций пористой среды, а размер сетки (число элемен-

тарных областей по каждому измерению для моделируемой части области) равен

128 × 32 × 32. Распределение температуры вдоль оси x равномерно для трех

конфигураций, в то время как статистическая оценка давления распространяется

неравномерно и стремительно падает. Это объясняется тем, что давление зависит

от плотности газа, а температура — нет.

Оценка производительности разработанного комплекса программ выпол-

нена на процессоре Intel Xeon E5-2690 V2 с пиковой производительностью
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а) K1; P б) K1; T

в) K2; P г) K2; T

д) K3; P е) K3; T
Рисунок 5.7 ––Области распределения давления P и температуры T для различных

конфигураций пористой среды при N = 108: левый столбец — поле давления;

правый столбец — поле температуры
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Таблица 5.5 –– Оценка производительности программы на процессоре

Intel Xeon E5-2690 V2 в пересчете на одно ядро в зависимости от конфигу-

рации пористой среды и шага по времени ∆t

Конфигурация ∆t t, с. Rtask, GFlops DP Rtask/Rpeak

K1
0.1 3.548 6.829 28.5
0.01 2.408 7.703 32.1

0.001 2.091 8.323 34.7

K2
0.1 3.928 6.820 28.4
0.01 2.517 7.875 32.8

0.001 2.208 8.731 36.4

K3
0.1 4.143 6.791 28.3
0.01 2.468 7.910 33.0

0.001 2.125 8.902 37.1

240 GFlops DP для 10 ядер. В таблице 5.5 представлена результаты замеров про-

изводительности программы на одно ядро для 3-х конфигураций с различным

шагом по времени ∆t. Оценка производительности рассчитывалась для основ-

ных расчетных этапов (см. пункт 3.1.1) со следующими параметрами: число

частиц N = 217 = 131072; число шагов n = 300; число элементарных областей

равно 6. Анализ таблицы показывает, что при увеличении временного шага ∆t
происходит падение производительности до 28% от пиковой в пересчете ядро.

Дополнительный анализ показал, что это связано с увеличением числа столк-

новений с границами, что приводит к увеличению числа перестановок частиц

в группе (см. пункт 3.1.2). При этом время работы программы в сравнении сшагом

по времени увеличивается медленнее, поэтому выгоднее с точки зрения расчетов

по времени считать с большим шагом. Также следует учитывать и то, что дли-

на шага ограничена и завит от размера ячейки пористой среды (см. рисунке 3.5)

и скорости частицы. Это связано с использованием оптимизации, которая позво-

ляет существенно уменьшить число вариантов возможных столкновений частиц

с границами (см. пункт 3.1.2).
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5.4 Выводы по главе

В данной главе рассматривалась задача фильтрации течения идеального

бесстолкновительного газа в пористой среде. Было проведено численное исследо-

вание задачи методом Монте-Карло с различным числом частиц в эксперименте

для трех конфигураций пористой среды, в ходе которого была установлена ли-

нейная зависимость между скоростью течения и скоростью фильтрации газа

с выходом течения на квазистационарный режим. Подробно описан алгоритм

расчета коэффициента фильтрации. Построены таблицы зависимостей коэффи-

циента проницаемости от числа частиц в эксперименте и номера конфигурации

пористой среды (размеров ячеек пористой среды). Показано, что разница меж-

ду величинами коэффициента проницаемости уменьшается с увеличением числа

частиц в эксперименте для каждой конфигурации пористой среды.

Для идеального газа, у которого отсутствует внутреннее трение, коэффици-

ент фильтрации зависит от структуры пористой среды. Представлена визуализа-

ция течения газа, распределения давления и температуры для трех конфигураций.

Выполнен расчет оценки производительности созданного комплекса программ

при различном временномшаге для трех конфигураций, показавший высокую эф-

фективность используемых алгоритмов.
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Заключение

Диссертационная работа посвящена моделированию течения газа Кнуд-

сена в трехмерной области с подвижными и неподвижными границами

методом Монте-Карло. Для моделирования течения кнудсеновского газа был

создан комплекс проблемно-ориентированных программ, предназначенный для

высокопроизводительных вычислительных систем. Одним из преимуществ со-

зданного комплекса программ является визуализация данных, которая позволила

качественно оценить полученные результаты исследования газодинамиче-

ских моделей.

В процессе комплексного исследования задач, описывающих течение газа

Кнудсена с подвижными и неподвижными границами, получен ряд новых резуль-

татов:

1. Найден класс точных решений для задачи об адиабатическом сжатии

кнудсеновского газа в трехмерной области с подвижной границей, ис-

следованный методом Монте-Карло.

2. Разработаны вычислительный метод и алгоритмы расчета течения иде-

ального бесстолкновительного газа в области с подвижными границами.

3. Создан комплекс проблемно-ориентированных программ для числен-

ного решения задачи о течении идеального бесстолкновительного газа

в трехмерной изменяющейся во времени области, позволяющий визуа-

лизировать динамику процесса.

4. Выполнена оптимизация программного кода с учетом декомпозиции

данных и векторизации вычислений для проведения расчетов на высо-

копроизводительных вычислительных системах.

5. Выполнена верификация разработанного комплекса программ на задачах

газовой динамики с аналитическими решениями. Достигнута произво-

дительность, равная 49% от пиковой, при численном решении задачи

о столкновении встречных пучков газа и 39%—при численном решении

задачи об адиабатическом сжатии газа в трехмерной области с подвиж-

ной границей методом Монте-Карло.

6. При численном исследовании задачи фильтрации была построена за-

висимость коэффициента проницаемости от размеров ячеек пористой
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среды. Установлена линейная зависимость между скоростью течения

и скоростью фильтрации для идеального бесстолкновительного газа.

Автор выражает благодарность и большую признательность научно-
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Приложение А

Описание структуры комплекса программ «Midges»

Таблица А.1 –– Структура расположения каталогов и файлов комплекса программ

«Midges»

Директория Назначение

/ В корне директории расположены исполня-

емые файлы, предназначенные для сборки

программ и выполнения различных задач

(*.sh)

/settings В директории содержатся заголовочные и ис-

полняемые файлы с настройками (*.h, *.sh)

/include В директории расположены заголовочные

файлы (*.h)

/src Подкаталоги этой директории содержат файлы

с исходными кодами (*.c)

/seq Последовательная версия

/par Векторизованная версия

/extra Визуализация данных и вычисление статисти-

ческих оценок макроскопических параметров

/bin В директории расположен комплекс программ

/data В директории содержатся данные, полученные

в процессе расчетов программ

/phase_space Фазовое пространство (*.mps; bynary)

/pictures Изображения (*.png)

/statistical_data Суммы параметров частиц (*.msd; bynary)

/thermodynamics Статистические оценки макроскопических ве-

личин (*.dat, *.mmp)

/processing В директории расположены программы,

предназначенные для вычисления точно-

го решения, построение графиков, расчет

погрешностей, полученные результаты (таб-

лицы, графики) и др. (*.py, *.png и т.д.)
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Приложение Б

Свидетельства о государственной регистрации программы для ЭВМ
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